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FUNKTIONENTHEORIE

FUNKTIONENTHEORIE

1.1 Grundlagen

1.1 Definition Die komplexen Zahlen werden definiert durch
C={(x,y):x,¥y €R}
mit den Verkniipfungen

(x1, 1) + (X2,02) = (X1 + X2, 1 + )2),
(X1,1) - (X2,¥2) = (X1X2 = Y1)2, X1 V2 + V1X2). X

1.2 Bemerkung: 1.) (C, +, ) ist ein Korper mit Nullelement (0, 0) und Einselement (1,0).

2) @ : R—-C: x ~ (x,0) ist ein injektiver Kérperhomomorphismus, insbesondere
gilt

@(x1 + Xx2) = P(x1) + P(x2),
@(x1 - x2) = P(x1) - P(x2).
Identifiziere R mit @ (R) = {(x,0) : x € R}. Schreibe (x,0) = x € R

3.) Imaginéare Einheiti:= (0,1)

i2=(0,1)-(0,1) = (-1,0) = -1
(x,¥) =(x,0) + (0,¥) = (x,0) + y -i=x +1iy
Rechnen in C
(x1, 1) = (X2,02) = (X1 +1iy1) - (X2 +1y2)
= XX + ix1 2 +ixoy1 + (1)°y1 9
=X1X2 — Y12 +1(x12 + X21)

1 1 x-iy x-iy 1 .
x+iy_x+iyx—iy_xz—(iy)z_x2+y2(x 1)

X .-y X -y
= +1 = ; 2 o >
x2+y? T x?4+y? X2+ 2’ x2 4+ y2

1



1.1 GRUNDLAGEN

Der Realteil einer komplexen Zahl ist definiert als
Re(x,y) = Re(x +iy) = x,
der Imaginérteil ist definiert als

Im (x,y) = Im(x +iy) = y. -

Gaulsche Zahlenebene

zZ=x+1iy

| x=}={e(z) e

1.3 Definition 1) z=x+1y = Z = x — iy heifit konjugiert komplexe Zahl zu z.
2.) |z| =+/x2+ y2 = /z - Z heifit Betrag von z.

3.) Polardarstellung: Seiz = x+iy = |z|(cos @+isin @), wobei @ = arg(z) (Argument
von z) eindeutig gegeben ist durch

I inp = Y
TE@<T, CS@ = mees, sing = s

Rechnen mit Polardarstellung:

z1 - 22 = |z1] - |z2|(cos(y + @2) +isin(py + @2))
z" = |z|"(cosn +isinne)

Die Losung von z" = v (cos @ + isin @) ist gegeben durch

lz| =¥'",
2
=¥ 2K 01—t X
n n
1.4 Satz (C,+,-,| ) ist ein bewerteter Korper, das heifit ftir | - | : C — R gelten:

1) [z| 20 A (Jz]| =0 & z=0)
2) |z1 - 22l = |z1] - |z2|
3.) 1z1 + 22| < |z1] + | 22| (A-Ungleichung)

Auferdem gilt die »/\-Ungleichung nach unten«:

|z1 £ 22| = ||z1] = |22| X



FUNKTIONENTHEORIE

1.5 Definition Eine Folge (z,) in C konvergiert gegen z € C, falls

Ve>0dAN. eNVn>N,:|z,—z| <&

Man schreibt z = lim z,, oder z,, - z (n — ). X
n—oo

1.6 Satz Es gelte z,, — z und w,, — w in C. Dann gelten
1) zZ,*tw, - zZ+w,
lim(z, + wy,) = lim z, + lim w,,.
n—00 n—oo n—oo
2) Zp Wy, —Z-W,

3.) Falls w + 0 und

{1 fallsw, =0

wy, Ssonst
dann
Zn z
Wn W
4.) z,—-z < Rez,—- RezAImz, — Im_z. X

1.7 Definition 1.) Seienr > 0, zo € C. Dann heifdt
K, (z9) ={zeC:lz—2zo| <7}
offene Kreisscheibe um z.

Im
Ky (20)

Re

2.) Eine Teilmenge O < C heifdt offen, falls
VzeO3r;>0:K,,(2) 0
A < C heifit abgeschlossen, falls C \ A offen.

Beliebige Vereinigungen und endliche Schnitte offener Mengen sind offen. Beliebige
Schnitte und endliche Vereinigungen abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.

1



1.1 GRUNDLAGEN

Fiir eine beliebige Teilmenge M < C ist

M = U O (ist offen)

0€{0cC:0 offen A OcM}
das Innere von M (die grofite offene Menge O < M)
M = N A (ist abgeschlossen)

Ae{AcC:A abgeschlossen A McA}
der Abschluss von M (die kleinste abgeschlossene Menge A mit M < A) X
1.8 Pl Beispiel 1.) 0, C sind offen und abgeschlossen. Alle anderen Teilmengen von C

sind entweder offen, abgeschlossen oder keins von beidem (beispielsweise halb-
offene Intervalle).

2.) K, (zg) ist offen.

K, (zg)={zeC:|z—2zy| <7}

3.) R ist nicht offen in C.

Fir zy € R ist fir beliebig kleines » > 0O stets

K, (zg) n C\R = 0.

| Re
‘Ww

Ist R = C abgeschlossen? Ja. <> Ist C\ R offen? Ja. <4

1.9 Definition Sei O < C offen, f : O — C. Dann heift f stetig in zo € O, falls
Ve>036,Vze0:|lz—290l <6 = |f(z2) - flzo)| <&
oder
YV (zn) FolgeinO :z, — zy = f(zy) — f(20).

[ heift stetig, falls f in jedem z, € O stetig ist. X

110 Satz 1.) Seien f,g:0 — C, zo € O, f, g stetig in z. Dann sind

f

fig’ fg’ E fallsg(zo)#:o

stetig in z,.
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2.) Seif:0— 0 < Cstetiginzy € O und g : O — C stetig in f(z).

Dann ist g o f stetig in zy. Bewelis tiber Folgen. X

111 Bemerkung: Stetigkeit genauso fir f : M — C mit beliebiger Menge M < C. -
112 Funktionenfolgen SeiM c C, f,,, f:M — C
1.) (fn) heifit punkteweise konvergent gegen f auf M, falls

VzeMVe>03IN,, eNVn>N,;: |fu(z) - f(2)] <e.

2.) (fn) heifit gleichmdfig konvergent gegen f auf M, falls

Ve>0IAN. eNVn>NVzeM: |fu(z) - f(2)|<e. X

113 Satz Seien f, : M — C stetig, (fn) gleichmdfig konvergent auf M gegen f. Dann ist f
auch stetig auf M.

BEWEIS Seien zo € M, &€ > 0 fest und
If(2) = f(zo)] = |f(2) = fu(@)]| + | fu(2) = fulzo)| + | fu(zo) — f(20)].

1. Schritt: Wahle ein N, so, dass |f(z) — fu(2)| < €/3 fur n > N, und beliebige z
(gleichmilRige Konvergenz von f),), also

If(2) = f(z)| < 1f(2) = fu@)] +1fn(2) = fu(zo)| + | fu(z0) = f(20)].
—_— —_—
<g/3 <&/3
2. Schritt: Setze n := N, + 1 und nutze die Stetigkeit von f,. Fir |z — zo| < 6 gilt, dann

[fNe+1(2)=fne+1(20)<€/3

———
If(2) = f(z)| = 1f(2) = fu(@)| + |fu(2) = fu(zo)| + | fu(20) — f(20)]
—_— —_—

<g/3 <&/3

IA

wlm
w|m

114 Definition Eine Reihe Y. a, heifit absolut konvergent, falls > |a,| konvergent ist. X
n=0 n=0

IA

115 Weierstral-Kriterium Ist > a, mit a,, = 0 konvergent und gilt f,, : M — C, | fn(2)|
n=0

a, auf M < C, so ist die Reihe i fn(z2) gleichmdfig konvergent auf M und absolut
n=0

konvergent fiir z € M. X

1



1.1 GRUNDLAGEN

116 Ml Beispiel Seien M =K3(0) € C, fu(2) = 5r2ymzm- Wahle
1 i o < o, d.h. konvergent
an = = n=0 (n+1)?
(n+1)2
|fn(2)] < an
= g(z) = Y fau(z) ist stetig auf K, (0)
n=0
1.17 Potenzreihen Sei (a,) eine Folge in C,
1 1 1
Re=———, mit - =o0,—:=0.
limsup ¥|ayl ! 0 RIS

n—o

Dann konvergiert die Potenzreihe

f(2)=> an(z-zo)"

n=0

fiir |z — zo| < R und divergiert fiir |z — zo| > R. Sie konvergiert gleichmcifig auf jedem

Kreis K, (zog) mit 0 < v < R. Insbesondere ist f stetig auf Kg(zo).

C

Falls

‘ An+1
an

konvergent ist, gilt

1
R =
Antl

lim,, o ™

1.18 Definition

z" .
e = Zﬁ fiirz € C

n=0 °
= zn .
COSZ = nzo(fl)" SIATE firzecC
bt ZZn+1
o IR .
sinz go( 1) BT fiirzeC
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Bemerkung: Exemplarisch fir e?:

1
_ (m+1)! 1 _
L n+1

nl!

‘ An+1
Aan

= R = o, die Potenzreihe ist konvergent auf ganz C.

119 Cauchy-Produkt von Reihen Ist > a, absolut konvergent und
n=0

C, so gilt

(o) (Zm)-2

BEWEIS Seien

N N
= > an—¢(By—B)+ > auB
N =0

n=N-££=0,1 n=0

~

(%) z.Yz. -0 ' —A-B
Ng¢ N
(%)= > an—¢(Be—=B)+ > an—¢(Bg—B)

£=0 {=N¢+1

FUNKTIONENTHEORIE

—

>. by, konvergent in
n=0

k bzw. n

1

~



1.1 ‘ GRUNDLAGEN

1. Schritt: Wahle ein passendes N,

N N
D> an-¢(Be—B)| < sup [B;—B|l > lan-
£=N¢+1 {=Ne+1 {=Ng+1
< sup |B;—B| > lanl
0=Ne+1 n=0
<%f, daB,-B
= 2 5 s N

2. Schritt: Abschitzen liefert

N¢ 0
D an-¢(By—B)| < [max |By - B > lanl
=0 n=N-N;
< % , fir N-N, > N, da > lan| konvergent.
n=0

= |(*)| < & fir N = N; > N, bzw. fir N > N, + N..

1.20 Folgerung

ertW = eZe"  fiur z,w € C.

BEWEIS Wir verwenden die Reihendarstellung der Exponentialfunktion.

® n ® n

e (3 2) (2
n! n!

n=0_ n=0_

an bn

beide Reihen sind absolut konvergent

i i Zk qnk
nmokoo K (=K
d 1 n Zk wnfk
= — = n!
gon!go k! (n k)l
o 1< () ik
=> - > zkw Binomischer Lehrsatz
n=0 h k=0 k
- 1 n 2+w
= z —(z+w)" =
n!
n=0

1.21 Bemerkung: Mit der Taylorreihe folgt, dass e? pver €082 o und sinz L

selben Funktionen sind, wie die aus der Schule bekannten.

xeR

die-



FUNKTIONENTHEORIE 1

1.) eiZ = cosz + isinz fiir z € C (Eulersche Formel),

00 (1
-3
n=0

1.22  Folgerung

2n+1

g ) “Z( 1)n(2n+1)v

2.) Mit der Polardarstellung: z = ¥ (cos @ + isin @)gilt
n _ Tneintp
2122 = rlrzei(q?ﬁll’z)
21 _ i)

Z 2

1) f:0 — C heift differenzierbar in z, € O, falls

F(z9) = lim f(z) - f(z)

Z—Zoz+2g zZ—2

1.23 Definition

existiert; f'(zo) heifit Ableitung von f in z.
2.) f heifit differenzierbar, falls f in jedem z, € C differenzierbar ist. f' : O — C heifit

Ableitungsfunktion von f. X
1.24 WPl Beispiel 1) Fir f:C—-C:z~cist f'(z) =
2) Fir f:C—~C:z~ zist f'(z) = 1.
3) Fir f:C—-C:z~ z"ist f'(z) =nz"L.
4.) f:C— C:z+~ |z|?istin zy # 0 nicht differenzierbar.
Seizg = xo +1iyy # 0:
2 _ 2 2
Zi=xo+hiiy, = 12Tzl _2her L, g ),
Zn — 2o h
2 _ 2 2
Zh=xo+ive+ h) — ZlTI2l 2Rt hT 0 (h L o)
Zn — 2o ih
1.25 Satz SeiO c C offenund f : O — C, zo € C. Dann sind dquivalent:
i.) f ist differenzierbar in z, mit Ableitung f'(z,).
i) 3f'(z0) € C: f(2) = f(20) + f'(20)(z — z0) + O(|z — 20l).
BEWEIS  i.) f2) - fzo) f(zg) = 0 fiir z — zo.
zZ— 2
iy 12 _f@ = fz) - (2-20(20) o gy, g .
Z—2 zZ—2

1.26 Satz 1.) f differenzierbar in zo = f stetig in z.

9



1.1 GRUNDLAGEN

2) (f+g) =f+g".
3) (fg) =fag+fg.

4.) (5) = % falls g(zo) + 0.

5. (feg)(z0) = f'(g(20)) - ' (20). X

1.27 Pl Beispiel 1.) Polynomfunktionen sind differenzierbar auf C (folgt aus 1.24, 3.) und
1.26, 2.)).

2.) Gebrochen rationale Funktionen sind auf ihrem Definitionsbereich differenzier-
bar. <

1.28 Definition 1) Seiy € C'([a,b] — Q) (also auch Rey,Imy € C'). Dann heift y
Weg von z, = y(a) nach z, = y(b). Falls z, = z,, heifit y geschlossen.

2.) Seiy ein Weg und f € C(Bild(y) — C). Dann heifit

b
j f(2)dz - jf(y(t)) y'(t)dt
Y

b

- j[Re (f(y(£) Re(y' (1)) — Im (f(y (1)) Im (y'(£))] dt

b
+ij [Im (f(y())) Re (y'(t)) + Re (f(y(t))) Im (y'(¢))]dt
das Integral von f ldngs y. X

1.29 Bemerkung: 1.) Ist ¥ eine andere Parametrisierung des Weges y, sodass folgende
Eigenschaften gelten

Y(s) =(yop)(s) fira <s=<b,
@ eC(a,b]l-1labl), p@)=a, pl')=>o.

Dann folgt aus der Substitutionsregel fiir reelle Integration

Lf<z> dz = ff(y(t)) ywd, (1=, % =00)

.
- [ @@ y @) @' s) ds

T FEE) L5-d rep)s)

= L?ﬂZ)dz

10



FUNKTIONENTHEORIE

2.) —y ist der zu y entgegengesetzt orientierte Weg.
-y(t)=ya+b-t), a<t<bh.

Es gilt

Lyf(z)dz = —Lf(z)dz

3.) Jede Kurve kann so umparametrisiert werden, dass a = 0 und b = 1 gilt.

4.) Verbindungsstrecke: y = [z, z2]

= y(t)=z1+t(zo—2z1), O0=<t=<1
o Z2
[z, 7
Z
5.) Verallgemeinerung: Ein Weg kann auch nur stiickweise C! sein.
y € C([a,b] -
Es existieren to =a < t; <t, <...<t, = b, sodass
- L(rt. 1
vi=yly, ., €C It - 0.

(das heit, die Ableitung darf endlich viele Spriinge haben). Dann

J f(2)dz=> | f(2)dz.
4 j=1°%i
1.30 Pl Beispiel 1) f(z) =23 y=1[0,1+1i]

J 3dz = J(t(l +i)3 (1 +1i)dt

0,1+i]
:<1+1)4It3dt
0

_(1+0?
4



1.1 GRUNDLAGEN

2) f(z) = %, y(t) =€, 0 <t < 2m. Day(0) = y(2m) ist der Weg geschlossen.

Im

J 1dz = J —ijelldt = 2mmi = 0 I«
elt

1.31 Satz Sei O c C offen, F : O — C differenzierbar, f = F' in O (das heifit, F ist eine
Stammfunktion von f). Ist’y ein Weg in O, so gilt

J f(z)dz = F(y(b)) - F(y(a)).
Y

BEWEIS Wegen
lim E($) —E(y(@)) y(s) -y (1)
—ts#t y(s) —y(t) s—t
=F (y(t) Yy () = f(y)y (t)

SEy0) =

konnen wir die Kettenregel verwenden und es ergibt sich

b
| r@az= [ fowrywar
Y

F(y(t))dt

2/

Se—— 5 8 —— ®

d d
[dt ReF(y(1)) + 1EImF(y(t))] dt

Nach dem Hauptsatz der Integral- und Differentialrechung im Reellen gilt

= (ReF(y(b)) +ilmF(y(b))) - (ReF(y(a)) +ilmF(y(a)))
=F(y(b)) - F(y(a)). L

1.32  Folgerung 1.) Besitzt f eine Stammfunktion und ist y geschlossen, so folgt

Lf(z)dz =0




FUNKTIONENTHEORIE

2) f:C\{0}-C:z+~ % besitzt keine Stammfunktion (siehe 1.30, 2.)).

1.33 Satz Seiy ein Weg, f € C(Bild(y) — C). Dann

b
= J [fy@)] |y ()] dt

ny(z)dz

b
< max | Fy)] [ 1y @] dr.

BEWEIS Es gilt

ny(z)dz = el® Lf(z)dz

mit @ = —arg (jyf(z) dz)

b

= [er rvny @ ar

a

b
Re (e f(y(t)) y'(t)) dt +1J Im (e!? f(y(t))y'(t)) dt

IA

5 88— 5 85

[Re (el f(y () y'(t))| dt

IA

[ f(y(t)y' (t)] dt

e ] | Fly@)] [y ()] dt.

IA

Genau so, falls y nur stiickweise C*.

1.34 Definition

b
L(y) = f ly'(t)| dt

heifit Ldnge von y. Damit wird 1.33 zu

| Integral von f iiber y| < (Ldnge von y) (max|f| aufy).

1



1.1 GRUNDLAGEN
1.35 Pl Beispiel 1) y=1[z1,z2], y(t) =z1 + t(zo — zy1)

1
L(y) :j|zz—z1|dt: 22— 21
0

2) y=ell,0<t<2m

a.)
2m
. 1 1 -
|2717i| = —dz| < max = lie'| dt =2m
y Z z=ell O<t<2m | Z
0
b.)
0] = J zdz| < max|z|2m =2 <4
y z=ell
1
.36 Satz Sei (a,) eine Folge in C, R = ———  —— > 0. Dann ist
3 (an) g lim sup ¥/|an|
Nn—oo
f(z)=> anz", fiirlz| <R

n=0

auf dem offenen Konvergenzkreis Ky (0) beliebig oft differenzierbar mit

fl(2)=> annz"!, f'(2)=> ann-1z"72,
n=1

n=2

BEWEIS Seien

=)

1
z)=>aynz"!', R=——
9(2) = 3 an limsup ¥]a, nl

n=1
n—oo
dann gilt

1.) R’ = R wegen }llfn "/m = 1. Das heilst: g ist auf demselben K (0) definiert wie f.

2) g = f'.Seien w € Kz(0), z € Kz(0) \ {w}, so folgt

HEZTD g = 3 an (225 - nw )

zZ-w - w
n=1

)
1
z-w

(x) =

J (nu™! 7nw"’1)du‘
[w,z]

L({w,z)n|z"! —w" !

T lz-w|
{(*)—»0, fir z — w

lan(..) <=nlz"' +n|w ™!



FUNKTIONENTHEORIE

Die Reihe konvergiert also gleichméRig in K, (0) fiir jedes » < R. Der Grenzwert

von z — w und die Reihe sind vertauschbar, also

f(z) - fw)

zw 9w =0

1.37 Pl Beispiel 1.)

2.)

,)"

(cosz) = ( (Zn)')

ZZn—l
2n-1)!

n-1

k=n-1 ZZk+l

- 1)k
n=k+12n=2k+2 kZ;)( (2]( +1)!

=-sinz, firzecC

3.) Genauso fiir (sinz)’ = cos z. I«

1.38 Definition Sei O < C offen, y,,y, € C'([0,1] — O). Dann heifien y,, y, C'-homotop
in O, falls es eine Abbildung ® € C'([0,1] x [0,1] — O) gibt, sodass

®(-,0) =y, @(,1)=y
und eine der folgenden Bedingungen

i) ®(0,s) = y1(0), ®(1,5) = y1(1) fir 0 < s < 1. Insbesondere folgt daraus, dass

y1(0) = y2(0) und y,(1) = y»(1). Die Kurven stimmen also in den Anfangs- und
Endpunkten tiberein.

ii.) ®(0,5) = ®(1,s) fiir0 < s < 1. y; und y, sind also geschlossen, ebenso die Wege
BS = CI)(-,S),

Wir schreiben y, ~ y» (~ ist eine Aquivalenzrelation). ® heift Homotopie zwischen y,
und y». Ein geschlossener Weg y heifst nullhomotop, falls y homotop zu einem konstanten
Weg ist. X



1.1 GRUNDLAGEN

1.39 Pl Beispiel 1) a) O = C. Sind y;,y. € C'([0,1] — C) mit y;(0) = y»(0) und
y1(1) = y»(1), dann gilt y; ~ y»:

&(t,s) = y1(£) + s (y2(t) — y1 (1))
R —— e ———

=0 fur t=0,t=1
Im
Wegt — &(t,s) flir0<s <1
Y2
% Re

b.) Jeder geschlossene Weg y € C'([0,1] — Q) istin O < C nullhomotop: Sei
y2(t) = zo € C fest.

@(t,s) =y(t) +s(zo — y(t))

®(-,0.9)

Zo

(-, 1/2)

2) O =C\ {0}

a.)

Offensichtlich: y; ~ y», aber nicht y; ~ y; und auch nicht y, ~ y3, weil wir
uber die 0 hinliber miissten.

Anschaulich: Zwei Wege sind homotop, wenn »dazwischen« nur Elemente
aus O liegen.

16



FUNKTIONENTHEORIE

b.)

Re

N
T

y ist nicht nullhomotop, aber y ~y : t — e2™t{ 0 <t <1

c.)

xy
j Re

A

y ~y:t— et 0 <t < 1. Zweimal durchlaufener Kreis.

1.2 Holomorphie und Analytizitat

2.1 Vereinbarung Zu f: O — C setzen wir

0 ={(x,v) e R?: x +iy € O},

u\ 5 . u(x,»)\ _ (Ref(x+iy)
(v) 10~ R (xy) - (v(x,w) N (Imf(x+iy>)'

f wird interpretiert als Abbildung von R? nach R?.

2.2 Satz O < C offen, f : O — C. Dann sind dquivalent:
i) f ist differenzierbar (in O).
ii.) f stetig (in O) und fiir alle Wege y1,y. € C'([0,1] — O) gilt

Yi~Y: = f(z)dz=| f(z)dz.
Y1 Y2



1.2 HOLOMORPHIE UND ANALYTIZITAT

iii.) f stetig und fiir alle y € C'([0,1] — O) gilt

y nullhomotop = I f(z)dz =0.
Y

iv.) Fiir jedes zy € O existiert R > 0, (a,) Folge in C, sodass

f(2)=> an(z-zo)", fiirlz-zol <R.
n=0

v.) f ist in O beliebig oft differenzierbar.

vi) u,v € C1(O — R) und u,v erfiillen die Cauchy-Riemannschen Differentialglei-
chungen:

~

Uy =V, und u, =-vx, IinO. X

2.3 Definition Sei O c C offen, f : O — C. Erfiillt f eine (und damit alle) Bedingungen aus
2.2, so heifit f holomorph (dies betont die beliebige Differenzierbarkeit) oder analytisch
(dies betont iv.). X

2.4 Cauchy’scher Integralsatz fiir die Bilder von Rechtecken SeiO < C offen, f: 0 — C
differenzierbar, R = [a,b] x [c,d], ¢ € C'(R — 0), y die geschlossene Randkurve von
R (stiickweise C'). Dann

J f(z)ydz=0.
Poy

)/ ()

BEWEIS 1) € C'(R - 0) = @ oy ist stiickweise C!, also ein Weg in O.

2.) Da R kompakt und ¢, ¢ und 0, stetig auf R:

31‘3.0)
Vol =
IVl ‘(az(p

3.) Konstruiere eine Folge (R,,) von Rechtecken mit Randkurven y,,:

<c¢ (<o) aufR.

Roy=R, yo=Yy.

18



FUNKTIONENTHEORIE 1

Teile R,, durch Seitenhalbierung in vier Rechtecke. Wahle als R,,; dasjenige der
vier, fir das

J f(z)dz
Poyn+1
am groRten ist.
N Rn
B &P B
~ |
...... | 5% IEEEEPEEERE £51 EEEEE
Y
B D

Integrale iiber die rot markierten Teile heben sich gegenseitig weg.
J f(z)dz=—Jf(z)dz.
-y Y

Daraus folgt

4

f(z)dz=> f(z)dz.

Poyn j=17PeB;
Weiterhin folgt
4
<Y
J

Jj=1

<4

L}oyn f(z)dz

L}oynn f(z)dz

JCP"}’MH f(Z) dz

Durch vollstandige Induktion zeigt sich

f(z)dz

PeYo

<4" f(z)dz

@oyn
4.) Sei x, der Mittelpunkt von R,,, dann gilt
VX €Rntlx—xnl <L(yn) < 2%L(yo).
Fiir m > n folgt dann
[Xm — Xxnl < 2LﬂL(yo) , daR, <R,.

Also ist (x,) Cauchy: x,,, = ¥ € Ry.

Fir m > n gilt x,,, € R,,, daraus folgt

1
[xn -yl < 27L(yo).

19



1.2 HOLOMORPHIE UND ANALYTIZITAT

5.) Aus x,, — ¥ € R, folgt mit der Stetigkeit von ¢
Pxn) —@(¥) =20 €0
Sei nun z = @ (x) mit x € R", dann folgt
IRe (z - z0)| = [Re@(x) — Re@(y)]
und mit dem Mittelwertsatz
= |V(Re @) (&) (x — »)I
<clx-yl=<c 2LHL(}/O).
Genauso fiir Im z

1
|z —zol <V2¢ 7 Lo).

6.) Sei € > 0 vorgegeben.
f(2) = f(z0) + [ (20)(z = 20) +7¥(2,20)
mit

[v(z,20)|

<¢g fir|z-z9| <6
|z = zo|

Fir n > Ns und gilt

|z—2z9| <0 Vze PRy
o . ~
Bemerkung: |z, — zp| < > fir n > Ns
5. 4.0 . N
1z —znl = l@(¥) —@xp)| < cly —xul < > fiir n > Ny

und somit

(2, 20)| < €]z — 20| £ ﬁczinL(yo) , 2,20 € P(Ry)
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79

f(z)dz

< J (f(zo) + f'(20)(z = 20)) dz| +
Poyn y

Besitzt Stammfunktion

J r(z,z9)dz
Poyn

PoYn

=0dago y,qV geschlossen
<L(poy,) max |[¥(z,z0)l
PoYn zeBild(poyn) ’

< II((D oyn) (H)|dt  max [r(z,zo)l
zeBild(@oyn)

IA

j|qo’(yn(t>>||y;<t>|dt max |r(z,z0)|

zeBild(@oyn

IA

c-L(yn,) max [|r(z,zo)l
zeBild(@eoyn)

c
< —L(yo) max r(z,zo)
2n Yo zeBild((poyn)l o)l

NS

c £
27“)’0) 27”)’0)

3.

= 2

< 4"

J f(z)dz J f(z)dz| <ceL(yy)- firjedese>0
Poyo @oyn

= f(z)dz=0

Peoyn

2.5 Folgerung Sei O < C offen, f : O — C differenzierbar, y; ~ y, in O. Dann
F@dz= | fdz
Y1 Y2

BEWEIS Sei ® die Homotopie, insbesondere

O(t,0) = yi1(t), @(t,1) = y2(t)
® e C'([0,1]1x[0,1] - O)

Setze zur Anwendung von 2.4 R = [0,1] X [0, 1], @ = ®.
Fall 1: #(0,1) = ®(0,0) fir 0 < s < 1 und ®(1,s) = ®(1,0)

Bs

Ba




1.2

HOLOMORPHIE UND ANALYTIZITAT

24 J fodz+ [ fdz +j fz)dz+ [ fzrdz =0
@of1=y1 @op2 @of3==y2 @oPy
=0, da ¢°Yﬁ2:COHSt. = fyz}(z) dz =0,da ¢°Yﬁ4:COHSt.
= f(2)dz=| f(z)dz
Y1 Y2
Fall 2: #(0,s) =®(1,s) fuir0O<s <t
Yi=@op

B
Ba
B:
24 J f(2)dz + f(z)dz+I f(z)dz+J f(2)dz =0
@of1=y1 @B @of3==y2 @ofa=—@oB2
==y, f(2)dz
= f(z)dz = f(z)dz n
Y1 Y2

TEILBEWEIS 2.2 i. = ii.: f differenzierbar = f stetig, benutze 2.5

ii. = iii.. y nullhomotop = y ~ ¥, da ¥ = const., und aus 2.5 folgt

I f(z)dz = JNf(z) dz =0, day = const. (Integral iiber Punkt ist 0) [
Y Y

2.6 Cauchy-Integralformel fiir die Kreisscheibe Kreisscheibe: Sei O = C offen, f: O — C
differenzierbar, zo € O, v > 0 mit K, (z9) < O. Dann gilt

Sfw) ! J f@ dz, firlw -zl <v

2Tt Jjz-zg1=r 2 — W

Vereinbarung: Das Integral ist zu verstehen ldngs der Kurve y : [0,1] — O : t — zy +
r eiZ‘nt.

Insbesondere: Ist f (z) auf dem Kreisrand bekannt, dann auch im Kreisinneren.

N
N



FUNKTIONENTHEORIE 1

BEWEIS y (t)=w +¢ce’ 0<t<1

Offensichtlich: y ~ y. in O \ {w} und f(z)/(z — w) ist differenzierbarin O \ {w}.

g J _f(Z) dz = f(z) dz
lz=zogl=r Z — W ye 2 — W
M dz +f(w)J 1 dz
Ve z—-w ve Z—W
|-|<c, weil diffbar T
HSCL(}';):CTZTTSﬂO fur €10
= I Mdz:21rif(w) -
|z—zgl=r Z — W

2.7 Potenzreihenentwicklungssatz Sei O < C offen, f : O — C differenzierbar, z, € O,
K, (z9) < O. Dann gibt es eine Folge (a,) € C mit

f(2) =2 an(z—2z0)", fiirlz—zol <r

n=0

BEWEIS Seiw € K, (zg)

f(uJ)ZfLL S2) g,

2TTL Jiz—zgl1=r 2 — W

1 1
h m J\z—zg\z?’f(Z)Z —Zo— (w - ZO) dz

1 1 1
2711 J\zfzo\:yf( )Z — 20 1- wW=Zo

z-2z9
1 J 1 < (w-zo\"
= — (z) ( ) dz
271 \zfzo\zyf zZ— 2 go zZ— 2
. : . ; ; q | w=zo0 | _ lw-20l
Bemerkung: Die geometrische Reihe konvergiert, weil ﬁ = =" <L

0 n
w-z
> (M) konvergent
n=0 r

Wejfzrlsgra& Reihe gleichméaRig konvergent beziiglich z

N
w



1.2 HOLOMORPHIE UND ANALYTIZITAT

Reihe und Integral vertauschen

LJ f(z)
27T |z—zol=r (z - Zo)"”

an

=> dz (w — zp)" =
n=0 )]

2.8 Folgerung Unter diesen Voraussetzungen gilt fir den Konvergenzradius R der Po-

tenzreihe
R = sup{r > 0:K,(z9) < O} -
- ) 1
2.9 Pl Beispiel O = C\ {#i}, f(z) = 1T+22
Im
] ¢
|zo — 1l
— Re
20
—19 |Zo + i

Entwickle f um z, in eine Potenzreihe mit Konvergenzradius R. Aus 2.8 folgt

R = min{|z, +1il, |20 —il}

Da |f(z)| — o fiir z — +i kann die Potenzreihe in z = +i nicht konvergieren.

= R =min{|zy +1l,|zp — 1|} I«

2.10 Folgerung 1.)

2.)

_ b f(2) L
a, = i J‘Zizo‘:y (z = zg)n+1 dz fir die a,, in 2.7
had Ubun, (n)
f(2)=> an(z-zo)" =*a, - %
n=0 )
(n) _ L’J f(z)
- f (ZO) 27T |z—zgl=7r (Z - Zo)"”

Auf einer Kreisscheibe um z, gilt analog zur gewohnlichen Cauchy-Integralformel
(2.6) sogar allgemeiner:

! f(z)
" (1w =LJ LT dz w -zl <¥
S (w) 2711 )y (2 = ) | ol
(Verwende dazu zy := w und r := |w — z¢[, sowie die Weghomotopie beider
Kurven auf der Kreisscheibe) Man nennt diese Form auch Erweiterte Cauchy’sche
Integralformel. -
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2.1 Definition Ist f : C — C differenzierbar, so heifit f ganze Funktion. Dann gilt mit
beliebigem z, € C

f(2)=> an(z-z))"

n=0
mit Konvergenzradius R = o, a,, gegeben durch 2.10 X
212 Pl Beispiel e, Polynomfunktionen, sin, cos sind ganz. I«

TEILBEWEIS 2.2 i. = iv.

zo€ O, O offen
= 3dr>0:K,(z9) €O
= Ky 2(20) € Ky (20) € O

2.7 . . s
= iv. mit R > 3

iv. = v.:1.36

v. = i.: offensichtlich [ |

2.13 Cauchy-Abschitzung fiir Taylor-Koeffizienten Sei O = C offen, f : O — C differen-
zierbar, K, (z9) < O, |f(z)| < M auf |z — zo| = v und

f(@z)=> an(z—-20)", firlz-z<7r

n=0
Dann
f™(zp) M .
‘T :Ianlsﬁ, furnENO
BEWEIS
; 1
o2 | L B
2101 Jiz-zg1=r (2 — Z0)™*
M
HSW
i3 1 M
< ET”*I L(|Z *Zol = 7’)
2mr
M

2.14 Satz von Liouville Jede ganze Funktion, die beschrdnkt ist, ist konstant.

1



1.2 HOLOMORPHIE UND ANALYTIZITAT

BEWEIS Aus 2.11

Me

f(z) =

az", firzecC

n=0

Aus 2.13

lan| < y—nwobei [f(z)I <M, K,(0)cC

Dann folgt mit v — oo

= a,=0, furn=1,2,...
= f(z)=a9p+0, furzeC [ |

2.15 Riemannscher Hebbarkeitssatz Sei O < C offen, zo € O, f : O\ {zo} — C differen-
zierbar, und

dr>03IM>0:|f(2)l<M, fiir0O<|z—-z)l <7
Dann kann f in z = zo holomorph ergcnzt werden, d.h. es existiert a € C, so dass
~ a zZ =2
:0—-C:z—
Y {f(z) sonst
differenzierbar ist.
BEWEIS Setze

2(2) =={0 z =2

(z=20)2f(z) sonst
Dannist g in O \ {z¢} differenzierbar und auch in z,

lim 9(z) — g(zy)
Z—20z#2 zZ — ZO

beschrankt
—

= lim (z-2z) f(z)=0
—_—

Z—2Z0z+2g
-0

Bemerkung: Beschrankte Folge mal Nullfolge ergibt Nullfolge -

= g differenzierbarin O, g(zo) =9'(z¢) =0

2.2,i. = iv.

= g2 =D anz-z0)", lz—zol =7
n=0
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weil ag = g(z9) =0und a, = g'(z9) = 0, folgt

=g(z) =D an(z-2z0)", lz-2z0l <7
n=2
9(2)

= flz)= (z = 29)?

o
=> an(z-z9)"?, fur0O<|z-z <7

n=2
Setze a = a, fiur Definition von fN
= f@ = anz-z0)"2, lz-zl<r
n=2

also differenzierbar in O. [

2.6 Pl Beispiel f:0 — C differenzierbar, zo € O

f2) = flz) sonst
9(z) = Z-2
Sf'(z0) z=2z
Somit ist g holomorph auf O. I€

2.7 Hilfssatz Sei O < C offen, f : O — C erfiille iii. aus 2.2. Dann: Ist D < O eine ab-
geschlossene Dreiecksfldche mit geschlossener Randkurve oD (sttickweise Intervalle), so
gilt

f(z)dz=0
oD

BEWEIS Hauptidee: 0D umparametrisieren zu einer C!-Kurve

p(t) =3t> =213

y=p()

p(0) =0, p(1)=1
= p'(t)>0, fuir0O<t<1
p'(0)=0, p'(1)=0

N
~



1.2 HOLOMORPHIE UND ANALYTIZITAT

Sei aD : [0,3] — O gegeben durch
o (t) O0<t=<1
y)=qo(t) 1<t<?
os(t) 2<t=<3

Sei B1(t) = oy (p(31)),0<t <1/3

= Lelf(Z)dZ 128 Llf(z)dz, B,(0) =0, B (%) ~0

Genauso
Bz(t)=:(x2(1+p(3(t—%))) , %sts%,ﬁé(%):& B;(%):o
ﬂs(t)=:a3(2+p(3(t7§))) , %gtgl
Setze
Bi(t) Osts%
O = {p0) 3<t=3
Byt S <t=1

= ¥y € C'([0,1] — C) ist Randkurve von D
Dann ist y nullhomotop:
®(t,s) = (1 -5)y(t) +sy0), !

~
€D<cO da D konvex

= ¥ ~ ¥(0), also C'-nullhomotop

iii. von 2.2

= Jf(z)dz=0
¥y

2.8 Satz von Morera Sei O < C offen, f : O — C stetig und fiir jede abgeschlossene Drei-
ecksfldche D < O gelte

J f(z)dz=0
D

Dann ist f holomorph auf O.




FUNKTIONENTHEORIE 1

BEWEIS Idee: Zeige, dass f in einem Kreis K, (zo) mit K, (z9) € O eine Stammfunktion
F besitzt. Wahle z; € O und K, (zg).

Setze
F(z) = J f(@)dg, firzeK,(z)
[20,2]

Behauptung: F’ = f in K, (2¢). Sei z € K, (2j).

‘F(w)fF(z) B
w-—z

f(z)‘

_ 1
T lw-z

(LZM f©)dT - JW] f@©dg - szw] fz)de

o AL IS dc) ‘
[w,z] [z,w]

w,z

1 Es gilt anschaulich [, ,,; f(8) dC ~ [i;, o1 f(8) dT + [}, ;) f(E) AT =0
[w, z]

ZQe——ow
[Zn,xz/[meJ
2o

1
g1l (f(C)*f(Z))dg‘
< o x| @) - f@)] Lz w))

v =lw-z|
<e fir l[w—-z|<6, da f stetig

<g, firlw-z|<d
Damit gilt F' = f. F ist demnach differenzierbar auf K, (z,), also nach 2.2 beliebig oft

differenzierbar. Also ist auch f (beliebig oft) differenzierbar auf K, (zy). Da zo € O
beliebig gewéahlt war, ist f auf ganz O differenzierbar und damit holomorph. [

s 217 ..
TEILBEWEIS 2.2 iii. = Vorraussetzung von Morera erfiillt.

Morera

= 1. f differenzierbar in O. [ ]

2.19 Bemerkung: 1.) Beweis von Morera zeigt

f differenzierbar < f besitzt eine lokale Stammfunktion
VzoeO03r >03F:F = finK,(z)



1.2 HOLOMORPHIE UND ANALYTIZITAT

2.) Wenn f differenzierbarin O ist, muss f nicht unbedingt eine globale Stammfunk-
tion (Stammfunktion auf O) besitzen: Z.B. O = K;(0) \ {0}, f(z) = 1/z.

Spater: Stammfunktionen kénnen holomorph fortgesetzt werden. Z.B. Inz als
Stammfunktion von 1/z. -

2.20 Satz SeiO < Coffen, f:0 — C, zg = xog +iyp € O
0= {(x,y) eR*:x +iy € 0}

u(x,y) = Re f(x +iy)

v(x,y) = Imf(x +iy)
Es sind dquivalent

i.) f ist differenzierbar in z,.

ii.) (Z) : 0 c R? — R? ist differnzierbar in (x0,¥o) und es gelten die Cauchy-

Riemannschen Differentialgleichungen:

Ux (X0, Y0) = Vy (X0, )0)
Uy (X0, Yo) = —Vx (X0, Vo).
Sind die Bedingungen erfiillt, so gilt
ux(x0,0) = Re f'(20)
Uy (X0, Yo) = —Im f'(2o).
BEWEIS
= f(2) = f(zo) + f'(20)(z — 20) + 0(|z — 2zo])
Re f(z) = Re f(z0) + Re f'(zo)Re (z — z9) — Im f'(2¢) Im (z — z¢)
+o(lz - zol)

Im f(z) = Im f(2¢) + Im f"(z) Re (z — z9) — Re f'(z¢) Im (z — z)
+o(lz = zol)

Sei z = x + iy, dann zerfallen

Re(z—-2z9) =x — X9
Im(z—-20) =y -0

30



FUNKTIONENTHEORIE ‘ 1
ulx,y)\ _ (u Re f'(zo) —Imf'(20)) (X — X0
= (v(x,y)> - <v> (X0, 30) + (Imf’(ZO) Re f'(zo) ) (y —yo>

(|G)-G)))

= (v) ist differenzierbar in (x, o) mit der Jacobi-Matrix

Re f'(zo) —Imf'(z0)\ (ux u,
(Imf’(Zo) Re f'(zo) ) - (Ux Uy> (x0, ¥0) =

u ~ .
RESTBEWEIS 2.2 vi. = (v) : O — R? differenzierbar und es gelten die Cauchy-

Riemannschen Differentialgleichungen. =

u
i = (v) differenzierbar in O und es gelten die Cauchy-Riemannschen Differential-
gleichungen.

, . 2.20 .
= v. = f’stetig = Ux, Uy, Vx, U, stetig

= Vi. [ ]
221 P Beispiel SeiO =C, f(z) =sinz = 5. (e* — e7¥#). Zum selbst nachrechnen
= cosh y sin x +isinh y cos x
u(;;,y) v();,y)
Uy = coshy cos x}
» =«
v, = cosh y cos x
u, = sinhy sinx }
. . =« I«
Vyx = —sinh y sinx
2.22 Definition 1.) M < C heifit wegzusammenhdngend, falls gilt
V zp,z1 € M3y :[a,b] — M Weg stiickweise C' : y(a) = zo v y(b) = z;
2.) G < C heifit Gebiet, falls G offen und wegzusammenhdingend. X

2.23 Satz Sei G c C Gebiet, f holomorph in G mit f' = 0 in G. Dann ist f konstant in G.
BEWEIS Sei z) € G fest, z € G, y Weg von z, nach z.
0= | 1©)1aC = £2) - f(z0
Y

= VzeG:f(z)=f(z0) u

31



1.2 HOLOMORPHIE UND ANALYTIZITAT

2.24 Satz Sei G € C Gebiet, f holomorph in G
dzpeGVneN: fM(z) =0
Damit ist f konstant in G.

BEWEIS Sei z € G, y ein Weg von zo nach z: y(a) = zg, y(b) = z. Setze

T = sup {t ela,b]l:foy ‘ ) = const.} #+ (, da t = a enthalten.

y(T) z

1.) Zeige T > a

2.) Zeige T = b (Dann f(z) = f(z9) Vz € G)

Zu 1.

2. s m ..
f(z) 2{)2%(2720)" fir |z — zol <R
T n=0 :

= f(zo)
y stetig = 36 >0Vtela,a+6[:|yt)—y(a)| <R
——
=7
= T=>a+d>a

Zu 2.: Annahme: T < b. Behauptung
fP(y#)=0 firneNa<t<T
Induktionsanfang:

S y@) = 213% Z =y
reifoige . fy(8)) = Y (@) Slam

0
s—tsela,T] y(s) —y(t)
Induktionsschritt genauso.

= VneN: fO(y(T)=0

wie

=" f(2) = f(y(T)) = f(zo) fiir |z — y(T)| <R

w
N
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1.3 Nullstellen

Defintion Sei O — C offen, f holomorph in O, z, € O, f(zo) = 0. Falls
JkeN:fR(z) =0

S0 heifst
K =min{k € N: f®(zy) = 0}

die Ordnung oder Vielfachheit der Nullstelle zy. Andernfalls heifst die Ordnung der Null-
stelle unendlich. X

Betrachte:

f:C—C:zw zZ2:7e? — 124

Im Im

f fow
A\

Re Re
NI

foye

Offensichtlich ist f nicht injektiv. Jedes Element w # 0 hat genau zwei Urbilder.

Abhilfe: Riemannsche Flcche. Lege zwei C \ {0} Ebenen tibereinander, schneide sie je-
weils an der positiven reellen Achse auseinander, verbinde den Rand fir Imz 1t 0 der
unteren Ebene mit dem Rand Im z | O der oberen, verbinde die beiden anderen Rander.
Dann ist die Funktion

f:C\{0} = F={re®:r > 0,p € R,elP™2T % ol? 1@t = ol®}
bijektiv. Die Riemannsche Flache hat zwei Blatter.
»| Beispiel

f(z) =sinz?
Nullstelle bei z = 0

f'(0) = 2z cos z* =0

F"(0) =2cosz?—4zsinz? Lo =2

z = 0 ist Nullstelle 2. Ordnung. 1<

1



1.3 NULLSTELLEN
Ziel: Ist zy Nullstelle der Ordnung k € N, so verhélt sich f und ihre »Umkehrfunktio-
nen« lokal wie
z— (z -2k
und ihre »Umkehrfunktionen«. -

3.2 Hilfssatz Sei0 < @ <2m,Cq = {rel? 17 > 0, -TT+@o < ¢ < T+Po} = C\ {rel®o+m :

r > 0}
Im
N
\W\ \ Re
Zy (Cqm o
N
\\\\\\ N\
) argz —TT+ @ <argz <Tr
gy, (2) = argz +2m —m=<argz < —mM+ Qg

Dann ist arg,, : Cy, -] =1+ @y, T+ Pyl stetig.

BEWEIS z ~ 1/|zl|, z — Rez, z — Imz sind stetig auf Cg,.

arccos % (evtl. + 21) fir Imz >0
I
arg,, (z) = arcsinﬂ (evtl. + 2717) fir Rez >0
Po IZI
27T — arccos % (evtl. +21r) flirImz <0

Jede einzelne Zeile ist stetig und die Bereiche tiberlappen sich. Also ist arg,, stetig auf
der Vereinigung der einzelnen Bereiche. [ |

3.3 Satz Sei0 < @o < 2m, ¥/-: Cyy — C mit
21
Zl/k = ’{/E = |Z|1/ke1E ALgpq 2

Dann ist ¥/~ holomorph und

, 1

BEWEIS 1) /- ist stetig als Kombination stetiger Funktionen

(Y2)k=z Yz
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2.) k/-istinjektiv, denn

(Y2)k = |z]e' ™0 % = 2

3.) Ableitung: Sei zg € Cg,, f(2) = 2*

’ kiz — k
’{E = lim M
z=2z0 z—20z#2( zZ— 2
oty 92 -9z
Z=2Z0z+2 Z— 2
) 9(z) —g(29)
= lim
z=20z=29 f(g(2)) — f(g(20))
i 1
=0 @) fez)
9(2)-g(z0)
1

S (@) - flg(z0))

C-9(z0=a(z0)  C — g(2o)

_ 1 f(z)=kzk1 1
~ f1(9(20) a k(X/z)k-1

3.4 Satz Sei O < C offen, f holomorph in O, zy € O Nullstelle der Ordnung k € N. Dann
existiert v > 0 und eine holomorphe Funktion h : K, (z9) — C mit

h(zo) =0, h(zo) #0, f(z)=h(z)*fiirlz—zol <7

BEWEIS 0.B.d.A.': zp = 0, und weil f¥) =0, j=0,...,k-1

n=k+1

f(2)=> anz" =z* (ak + > anz”k) , fur|z| <R
n=k

:=gV(Z)

Dann ist g holomorph in K, (0), g(0) = ax = 0.

Re

1Ohne Bedenken des Autors



1.3 NULLSTELLEN

Da g stetig ist:

19(0)

Jr>0:|zl<r = |g(z) —g0)] < 5

Dann folgt:

Izl <¥ = g(2) € Cag g0
Definiere

h(z) = z’{/%, fur |z| < ¥
Dann:

h(0) =04/g(0) =

h'(0)=14% g(0)+0k(\/7 +0

*0

h ist holomorph auf K, (0) als Produkt und Verkettung holomorpher Funktionen. [ |

3.5 Pl Beispiel Sei f:C— C:z+~ €
|f’(Z)| — |e2| — |eRcz+ilmz| — |eRcz| |eilmz|
=eRz5
Trotzdem ist f nicht injektiv:
ez+2rri — ez P
3.6 Lokale Umkehrfunktion Sei f holomorph in O und zy € O mit f'(zy) # 0. Dann
existiert v > 0, sodass f ‘K o) injektiv ist. Weiter gelten
r{20
» f(K,(zg)) ist offen
» f1: f(Ky(20)) — Ky (20) ist holomorph

» (fH(w)) fiirw € f(K,(zo))

1

BEWEIS Seien

u(x,y) = Re f(x +1iy)

v(x,y) = Imf(x +iy)
Dann

) Re f(x +iy) =

f(z)=w +iw, <= {Imf(xﬂy) _

gi(x,y,wi,wy) =ulx,y)—w; =0
- {gz(x,y,wl,um S V() ~ws =0

Es gelten
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1) g1,92 € C'(+)

2.) und
O0xgr Oyg1| _|ux uy| |Ref’ —Imf”
g2 0yg2| |vx vy| |Imf’ Ref’
=|f'(zo)I* =0

3.) g, (X0, Y0, Re f(z0), Im f(z9)) = 0. Also (xo, yo, Re f(zo), Im f(zo)) ist eine Lo-
—_— —

u(x0,50) v (x0,50)
sung.

Satz tiber implizite Funktionen Es existiert eine Umgebung U von (u(xo, Y0),
v (x0, Yo)) im R? und @1, 2 € C' (U — R) mit

gi(@1(wy,w?), 2 (wy, w2),w,w2) =0, j=1,2

und diese Losungen sind eindeutig in einer Umgebung ¥ von (x,, Y0). X

Setze

f ‘ , ist injektiv
V= {X+iy:x’y€‘7} = 1 f N wi,we) = @ (w, wr) + i@ (wi, wp)

ftist stetig, da @1, @, stetig
= 37 > 0:K,(2¢) <V, daV Umgebung von z,. Wir wissen:

S w) =w
S ) - f(w)

— (f W) = lim

" —
= lim 1 = 1 [ |
T amw SUTTa) - f(faw) T fr(F-L

e Ay U W)

3.7 Blatterzahl einer Nullstelle Sei f holomorph in O, zy € O Nullstelle der Ordnung k €
N. Zu jedem gentigend kleinen ¢ > 0 existiert eine offene Umgebung O, von z, mit

f(Oe) = Ke(o)

, sodass

fO

) Jeden Wert w mit 0 < |w| < € genau k Mal an
nimmt .
e w = 0 genau ein Mal an

1



1.3 ‘ NULLSTELLEN

BEWEIS 3.4 = f(z) = h(z)¥, h holomorph in K, (zo) h'(zo) # 0.

3.6 = h‘K o) injektiv, falls 6 klein genug. AuBerdem h(Ks(zo)) offen. Wahle € > 0
520
mit K, (0) € h(Ks(2p)). Setze O, = h™1(K5(zp)). Dann:

z — zk

—_— S S S AN

bijektiv

jeder Wert genau einmal .
J gene ¢ jeder Wert # 0 genau k-mal

\/

f

3.8 Folgerung: Nullstellen endlicher Ordnung sind isoloiert: Ist f holomorphin O, zo € O
Nullstelle endlicher Ordnung, so gilt:

deVzeK(z9)\{z0}: f(2) +0 -
3.9 Satz von der inversen Abbildung Seien 01,0, < C offen, f : O1 — O, holomorph
und bijektiv. Dann
» f'(z) #0in O

» f~!ist holomorph

-1 [ 1
» (fTT(w) = T

BEWEIS Annahme: 3z, € O;: f'(29) =0
9(z) = f(z) = f(z0)

Also ist g holomorph und z, ist Nullstelle mindestens 2. Ordnung.

Fall 1: 2, ist Nullstelle endlicher Ordnung
3 g ist nicht injektiv.

= f ist nicht injektiv. #

Fall 2: z, ist Nullstelle der Ordnung oo

= g = const. in K. (zp) < O;.

= f =const.in K.(zg) € 0;. #

Rest aus 3.6 [ ]
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3.10 Identitatssatz Sei G c C Gebiet, f,g holomorph in G, (z,) Folge in G, z, — zo € G,
zZn + 2o flirn €N, f(z,) =g(zy). Dannist f = g in G.

BEWEIS Sei h = f — g in G. Dann gilt h holomorph, h(z,) = 0. Daraus folgt h(z,) = 0.
Wegen h(z,) =0, z, — zo und z,, # z, ist die Nullstelle z, nicht isoliert.

w

.10

l

zo ist Nullstelle der Ordnung co.

2.24

l

h =const.in Gund h(zy) =0 = h=0inG,also f =g inG. [

3.1 Gebietstreue G c C Gebiet, f holomorph in G, f + const.. Dann ist f(G) ein Gebiet.
BEWEIS 1) f(G) ist wegzusammenhéngend: Seien w; = f(z;) € f(G), j = 1,2.
G Gebiet = Es existiert ein Weg y in G von z; nach z;
= f oy ist Weg von w; nach w, in f(G)
2.) f(G) ist offen: Sei wy = f(2¢) € f(G).
g=f2)-f(z0), z€G

= g holomorph, z, Nullstelle.

Fall 1: zy hat Ordnung oo

= g = const., also f = const.. #

Fall 2: z; hat endliche Ordnung k € N

22 30, € G: K. (0) < Bild(g)

= K.(f(20)) = f(z0) ® K:(0) < Bild(f)

= J&>0:K:(wy) € f(G) [ |

Definition K ist kompakt, <

n
V (Oy)icr offenes Mengensystem : K < | JO; = 3iy,...,in€J:K = | Oy

icl j=1

K ist folgenkompakt, <>

V (xn) Folge in K : Es existiert eine Teilfolge (xy,) mit x,, — x € K

H eine Borel K c R", dann
K kompakt < K beschrdnkt und K abgeschlossen
= gilt immer

<= gilt nicht in co-dimensionalen Rdumen
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1.3

3.12

3.13

40

NULLSTELLEN

Maximumprinzip I Sei G < C ein Gebiet und f holomorph in G. Falls ein zy € G
existiert, so dass

VzeG:If(2)]=I1f(z0)l (%)
oder

f(z0) #0 A VzeG:|f(2)]=]f(20)]
(d.h. f nimmt in G das Maximum oder Minimum = 0 an) Dann gilt f = const. in G

BEWEIS Sei |f(z)| < |f(zo)| fur alle z € G und f nicht konstant. Nach 3.11 ist f(G)
ein Gebiet und insbesondere offen, es existiert also € > 0 mit

Ke(f(20)) = f(G)

Wir finden jetzt anschaulich ein w € K. (f(zo)) mit |w| > |f(z¢)|. Da w im Bild von f
liegt, existiert auch ein z; € G mit

Lf(z)] = lwl| > 1f(z0)]

Im
Re

L

Das stellt ein Widerspruch zur Vorraussetzung dar.

Den zweiten Fall behandelt man analog (die Forderung f(zo) + 0 wird klar, weil man in
diesem Fall keinen Widerspruch erzeugen kann). [ |

Maximumprinzip I Sei G < C ein Gebiet, G beschrdnkt, f : G — C stetig und f holo-
morph in G. Dann

1) 3z, €0GVzeG:|f(z)| <|f(z1)l

2.) Fallsmin|f(z)| > 0:
zeG

3z, €06V zeCG:|f(2)] = |f(z)]

BEWEIS G ist kompakt und |f|: G — R stetig, also werden in G das Minimum z; und
das Maximum z; in jedem Fall angenommen:

3z1,z,€GVzeG:|f(z)| 2 |f(2)] < |f(z)]

Falls z; € 0G, sind wir schon fertig. Sei also z; € G. Damit ist nach 3.12 f konstant in
G und wegen der Stetigkeit auch in G, also ist z; € 0G wihlbar. Genauso fir z,. [ |



3.14

3.15

FUNKTIONENTHEORIE

P Beispiel Sei f(z) = e und G = K>(1 + 2i) ein Gebiet. Fir den Betrag von f gilt
|f(2)] = |e*| = eRe=.

Also werden Minimum und Maximum auf dem Rand von G (an den Punkten mit kleins-
tem, bzw. groRtem Realteil) angenommen:

el =|f(-1+2D)| < |f(2) <|f(3+2i)]=¢’ I«

Satz Sei f :]la,b[— R, xo €la, b[, f in x, (reell-)analytisch, d.h.

Fx)=x0+ > an(x —xo)" fiir |x — xo| <7
n=K

r>0,a, €R,K €N, ax # 0). Dann existiert ein € > 0, sodass

fo=f fo= £,

[x0,x0+él X0—£x0]

injektiv sind. ;1 und f-' sind dann als Puiseux-Reihen darstellbar:

{f+<[XO,xo +¢[)

1 _ hd -~ 1/K\" ..
F ) =x0+ D bu (£ly = 30V)" fiiry € £ (Ixo — £.x0])

n=1
mit Koeffizienten b,, € R. Aufierdem ist b, = |ax| V¥ = 0.

Die Reihen fiir f, und f_ haben dieselben Koeffizienten b,,. Einziger Unterschied ist das
Vorzeichen in der Klammer.

BEWEIS Wir nehmen 0.B.d.A. ax > 0 an. Definiere

9(2) = > an(z—xo)" fir|z - x| <7
n=K

g holomorph
= {2z = xg ist K-fache Nullstelle
YVo+g(x)=f(x)firxo—r <x<xo+7v

Nach 3.4 existiert € > 0 und eine holomorphe Funktion h mit g(z) = h(z)X fiir |z—x¢| <
eund h'(xq) # 0.

1
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NULLSTELLEN

Aus dem Beweis von 3.4 entnehmen wir die Darstellung

© 1/K
h(z) = (z - xo) (Z an(z - XO)nK)

n=K

Diese Darstellung ist wohldefiniert in einer Umgebung um x, da dort
D an(z—x0)" ¥ >0

n=K

(betrachte fiir z = x( und folge aus der Stetigkeit). Man sieht, dass h(x) € R fir x €
(x0 — &, X0 + &), wir konnen also h eingeschrankt auf (xo — &, xo + €) als reelle Funktion
betrachten. AuBerdem ist

Wixg)=1-a*+0-...=a*>0

Nach 3.6 ist dann h~! definiert und holomorph in einer entpsrechenden Umgebung
von xo. Wir folgern weiter aus h'(xy) > 0, dass h streng monoton wachsend in einer
Umgebung von x, ist.

Da h~! holomorph ist mit h=1(0) = x(, konnen wir fiir ein ' > 0 schreiben:
hi(z) =xo+ > bpz" |zl <7’
n=1

Wir erhalten fiir die Koeffizienten der Potenzreihe

_lar
bn = n! dx"h 0

und damit als reelle Ableitungen von h~! betrachtet: b,, € R. Fur b, gilt auRerdem

by = (071 (0) = s = e

Sei vy = f(xp). Dann ist
fx)=y = gx)=y-y» <= hx)=y-xn

Fir x > xq ist (weil h streng monoton wachsend) h(x) > h(x) = 0 und damit
¥ =h()* + 0= h(x)* + ¥ = ¥

in diesem Fall ist h(x) = (v — )" und damit

x=h (=)' ) =x0+ X bu (7 = y0)/5)"
n=1

:=sz1
Fiir x < x, ergibt sich umgekehrt y < y,, h(x) = —|¥ — yo|"¥ und somit
x=h' Iy = V%) = x0+ X bu (=1 = yo5)" =
n=1
. —



3.16 Pl Beispiel Sei f:R — R mit f(x) = c(x —x9)* und x, € R.

/ y=f(x)
\\\\\\4//////<(> 0
} b

\

*c
c<0

Fall ¢ < O:

Si 1 [x0, 0[—] — ,0]
y |4
F

fit(y) =x0 +

Sl —00,x0] =] = 0,0]
1/4

Sy e | Y
SN Y) =x0 ‘C

Fiir ¢ > 0 ergeben sich dieselben Abbildungsvorschriften fur f;!, f-1.

1.4 Integrale lings geschlossener Kurven

4.1 WPl Beispiel

f(2)=> anz" furlz|<r

n=0

8

8

g(z)=> byz" fﬁr|z|<R,R%<r
n=1

Nebenrechnung: ‘l‘ <R = |z| > 1
z R
Sei h(z) = f(z) +g(1/z)

1
h holomorph im Kreisring R <|z|<r

=)

= 1
> cpz" mitcy, =

Fur R <|z| <rgilth(z) =

n=-oo

FUNKTIONENTHEORIE 1

a, n=0
b, n<-1
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1.4 INTEGRALE LANGS GESCHLOSSENER KURVEN

4.2 Laurent-Entwicklung Sei0 <+ < R und
Kyr(zp) ={zeC:v <|z-2z9| <R}

und f holomorph in K, g (z). Dann ist f als Laurent-Reihe darstellbar.

©

f(2)= > an(z—-2zy)" firzeK,x(zo)

Nn=—oco
wobei
1 f(z) .
l/ln*% J mdz ler1’<Q<R
lz-z0l=¢

(Cauchy-Formel fiir Laurent-Koeffizienten).

H(z) = > an(z—2zo)"

n=-1

heifit Hauptteil,

N(z) =D an(z—zo)"

n=0

heifit Nebenteil der Laurent-Reihe. X

4.3 Bemerkung: 1.) v = 0 ist erlaubt. Dann hat f in z, eine isolierte Singularitat (siehe
unten). Riemannscher Hebbarkeitssatz: Entweder ist f beschrankt bei zy, dann
ist es holomorph fortsetzbar in zy, oder f ist unbeschrankt fiir z — zo.

Im ersten Fall sei fN die holomorphe Fortsetzung. Fiir n < 0 gilt dann

1

aAn = -
"2

[ r@e-z0taz-0

lz-zpl=¢ holomorph in Ky r(zg)
Damit ist der Hauptteil der Laurentreihe H(z) = 0.

2.) N(z) konvergiert immer im ganzen duBeren Kreis Kz (z,). H(z) konvergiert im-
mer aullerhalb des inneren Kreises: {z € C: |z — zo| > 7} = C\ K, (2). -

1
BEWEIS VON 4.2 0.B.d.A. z5 = 0. Sei z aus K, z(0) fest, ¢ = > min{R — |z|, |z| — r}

Wegintegrale heben sich weg
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Es gilt: y; ~ y2 ~ y3 in K, z(0) \ {z}.

Cauchyscher Integralsatz (2.4)

f(w) 1 Sfw)
f(z) = Zmﬁ dw =

w-zl=e W —Z 2mi )y, w -z

Weil der innere Weg in mathematisch negativer Richtung durchlaufen wird erhélt das
zugehorige Interal ein negatives Vorzeichen

. vy U

2701 Jjwi=izj+e W — Z 27101 Jjwi=|zl-e W — Z
A fw) 1 e faw) 1
211 Jjwi=jzi4e w1 -— % 211 Jjwi=jz|-e —2z 1 - %
— —
n§ (z/w)™ gleichmiRig n§ (w/z)™ gleichmiRig

Vertausche Integral und Summe

o 1 - 1 w
z—J 3dwz”+z—_J f )dwz’”’1
0 2701 Jjw|=|z)+e= 0 w"+ n—0 2711 lwi=|z|-e=¢ W™
o 1 - 1 w
z (w) 2y S .Jf( )dwz"
= 1T wn+1 P 27171 0 wk+1

=an fur nenN =ay fur —keN

4.4 Definition 1.) Sei O < C offen, f holomorph in O. Dann hat f in zy € C\ O eine
isolierte Singularitdit, falls

dr > OZKO’Y(Z()) cO0

(mit anderen Worten: einzig z, ist nicht in O enthalten und z ist komplett umhiillt
von O)

2.) f habe in z, eine isolierte Singularitdt. Nach 4.2 gilt

f@z)= > an(z-2z0)" inKoy(zo)

a.) Falls H(z) =0, d.h. a, = 0 fiir n < —1, heifit die Singularitct hebbar.
b.) Falls H(z) nur endlich viele Summanden hat und H + 0, also
IN<-1:(an+0A Vn<N:a,=0)
dann heift zo Polstelle,
K:=-mininezZ:a, + 0}

heifit Ordnung des Pols.
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c.) Falls H unendlich viele Summanden hat

VNeZin<N:a, 0

hat f in z, eine wesentliche Singularitdt

4.5 Pl Beispiel 1.) Sei p = C\ {0},
1,
n!

|
[Me

f:0-C:z~¢eY

n=0
hat wesentliche Singularitét in zo = 0.

2.) Sei f(z) = % wobei p, q Polynome sind. Vereinfachungen:
1.) Grad(p) < Grad(q), sonst Polynomdivision

2.) Seien zy,...,z, Nullstellen von q. Es soll p(z;) # 0 sein (j = 1,...,n), sonst

gemeinsame Faktoren kiirzen, eventuell holomorph erganzen.

Partialbruchzerlegung:
= (z-2z1)%q(2)
c Cj p(z) ) ~ ~

z) = — 4+ mit Grad < Grad
= f(2) n; EEEATRE 15 ») (@)

q(z) dz)+0

Hauptteil der Laurent-Reihe
= fhatin z, einen Pol der Ordnung K

©

& 1
D> an(z —zo)™*

f(z) = Z an(z —zo)" mn}K
:gY(Z)

4.6 Bemerkung: f hat genau dann in z, einen Pol der Ordnung K, falls

das heilt, falls

1
f(z) = mg(z)

g holomorph in K. (zy) und g(z) = 0, weil a_g = 0
= Falls f in z; einen Pol der Ordnung K > 1 hat, gilt

1 .
If(2) = mlg(z)l - oo fiir z — zg

4.7 Casorati-WeierstraB-Sokhotski Hat f in z, eine wesentliche Singularitdit, so ist f (Ko ¢(2o))
dicht in C sobald ¢ so klein, dass f auf ganz K, .(z,) definiert ist, dann fiir alle solchen

e>0.
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BEWEIS Sei so ein &€ > 0 fest. Annahme:

JweC36>0:Ks(w) € C\ f(Kpe(20))

Sei
(z) = o z € Koe(29)
g F —w’ 0.e(Z0
{g holomorph
1 1
beschrankt =—— < =
g beschrankt |g(z)| F@-w <

Riemannscher Hebbarkeitssatz: g fortsetzbar zu g : K. (z9) — C holomorph.
Fall 1:

~ 1 )

g(zp) #+0 = E holomorph in Kz(zg)

= f(z)= NL + w holomorph fortsetzbar in z = z,

g(z)
= H=0+¢
Fall 2:
J(z0) = 0, K Ordnung der Nullstelle
~ . ~ 1 .
) K =00:D = K, 4 = — f K
a.) o:Dann g = 0in K. (z¢) # g(z) @) —w + 0 fir z € Ko (z0)
b.) K € N:
G(zo) = D an(z—z0)", lz—z0l<e¢
n=-K
=(z-29)K > an(z—zo)" ¥
n=kK
= (z-20)*h(z), h holomorph, h(zy) =0
1 1 ~
= = = fir0<|z—2z¢l <&
52 Z-z20fh2) 1z~ 2]
=  f(z)= ﬁ + w hat Pol der Ordnung K in z, # [ ]

4.8 Folgerung: f hatPolinzy < |f(z)| — o fiur z — z,. f hat wesentliche Singularitat
in zg

< f(K:(z¢)) ist dicht in C fur jedes geniigend kleine &£ > 0

< |f(z)| unbeschrankt, aber nicht bestimmt divergent 2 fiir z — z,

2 | f(z)| bestimmt divergent fiir z — zg
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f hat hebbare Singularititin zy < |f| beschréankt fiir z — z,

4.9 Definition Seiy geschlossener Weg, zy € C\ Bild(y). Dann heifit

1 1
v(y,zo) = i L Z-2, dz

die Umlaufszahl von'y um z,.

410 Satz v(y,zp) €Z

BEWEIS V(y,zg) € Z < e?™V.20), Sej

s

@(s) = exp (J my’(t) dt) , (y:la:b]-0)

Zeige p(b) = 1.

, 1 , .
@(s) = (P(S)my (s), fursela,b]\{to,...,tn}
d( @) \_@¥-2)-@y _ "
= P (y(s)—zo>7 0=z =0, fiursela,b]\{ty,..., tn}
= _els) = const auf Teilintervallen
y($) — 2o
es existieren nur endliche viele Teilintervalle und y((f)% ist stetig
— 40
= _e) = const auf [a, b]
y(s) —zo
_ @)
y(a) - zo
-1
y(a) - zo
s=b _yWh) —zy _
@) = Y@ -z - 1 day(a)=y(b)

4.1 Pl Beispiel 1) yn:[0,N]— C:t — e2mit

~
)

1
° 1
Z1
[ ]
)

= |f(2)| =
= VM>036>0:|z-21 <8 = |f(2)|>M
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v(yn,0) =N = v(-yn,0) =-N
v(yn,z1) = N falls |z,] < 1 (yy "N Gy 1 t — z; + €27, dasselbe Integral)

v(yn,2z2) = 0falls |zz| > 1, da yy nullhomotop in C\ {z»}

Zr e

2.)
0o j=
v(y,zj) =11 j= ]
-1 j=2
412 Satz Sei
fz)= > an(z-2z9)", 0<l|z-2z| <R
Nn=—o00
und y geschlossener Weg in Ko g (z¢). Dann
J f(z)dz = 2mia_v(y, zo)
Y
BEWEIS
9(z) = f(z) —a_1(z - zo) ™"
= > ap(z-zo)"
Nn=—-ocon#-1
Dann ist
= c an _ n+l
G(2): “Zl g (Z 20
eine Stammfunktion in Ko g (zo)
= J g(z) dz = G(Endpunkt) — G(Anfangspunkt) = 0
Y
= J f(z)dz=J g(z)dz+a,1j (z-2z9)"'dz [
Y Y Y
=0 =v(y,zp)2mi

1
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4.3 Definition Sei f holomorph in O mit isolierter Singularitcit z, und der Laurent-Entwicklung

f(2)= > an(z-z9)", 0<l|z-zo| <R

Nn=—oo

Dann heifit

4.12

Res(f,z9) =a_, = ﬁﬁ ‘ f(z)dz, fir0O<r <R
z—zpl=r

Residuum von f' in z.

4.14 Wl Beispiel

1.)
sinz < . 2zl D0 =D (=)
= - = + + + ...
22 EO( Vo~ 1 ? 31 2T s 7
o
: _ 0
— Res(mznzz.()) _ ¢ 11,) =1
2.)
el/z = S lL
—ynlze
= Res(e!?,0) =1
3.)

11 11 11

1/z2 — -
¢ O!zo+1!z2 21 z4

es gibt hier kein z™!', alsoa_; =0

= Res (e“zz,o) =0
4.5 Residuensatz Sei O < C offen, f holomorphin O\ S, es gelte
V z € S: f hat in z eine isolierte Singularitdt

und y sei ein C'-nullhomotoper Weg in O, Bild(y) n S = 0. Dann

I f(z)dz = > 2miRes(f,z)v(y,2)
Y

zeS$S
und die Summe hat nur endlich viele Summanden + 0.

BEWEIS Schritt 1: Zeige, dass nur endlich viele Summanden = 0 sind.
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a.) Fir alle hebbaren Singularitdten z gilt Res(f,z) = 0

= gzsz

mit S’ == {z € §: f hat in z eine wesentliche Sungilaritit, oder einen Pol}.

b.) Sei & die Homotopie zwischen y und einem konstanten Weg.

Bild(®) ist kompakt (¥ ist stetig, [0, 1] x [0, 1] ist kompakt).
Behauptung: In Bild(®) liegen nur endlich viele isolierte Singularitédten.

Annahme: Es gibt mindestens abzdhlbar viele isolierte Singularitédten.

Bild(®) kompak
e Lgmped 3 Haufungspunkt z, € Bild(®).

Sei (z,,) Folge in S', z, — z¢, Zn + Zo.

4.8 ~ ~ 1 ~
=3(2,) €02, -z, < E/\If(zn)l >n
:EMQZO/\lf(En” - 00
.8
it f hatin z, einen Pol oder eine wesentliche Singularitat

#(zy — zo und z, ist isolierte Singularitat).

c.) Fiir zo € §" \ Bild(®) gilt v(y, zo) = 0. Setze

1
Z— 2

g(z) =

holomorph in C \ {zy}.

Bild(®) = C\ {zp}
= & ist eine Homotopie zwischen y und einer
konstanten Kurve in C \ {z¢}.

y nullhomotop 1
=
y Z2—29

dz=0

= v(y,20) =0

= > .= > ... 5 endliche Summe. S =S’ N Bild(®)

zeS' zeS”

1
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1.4 INTEGRALE LANGS GESCHLOSSENER KURVEN

Schritt 2: S = {z;,.

.., Zn}, H; Hauptteil in z;. Sei

g(z) = f(z) - Hj(z)

holomorphin O\ S

= g hat in Bild(®) nur hebbare Singularitaten.
= Es existiert eine holomorphe Fortsetzung g in einer
offenen Umgebung U von Bild (®).

y nullhomotop in U

= Lf(z)dz

4.16 Pl Beispiel

iz
[
y 1422

S = {#i}, v(y,—1) =0.

= gd2=J g(2)dz=0
Y Y

:J g(z)dz + ZJ Hj(z)dz
Y j=1 Y

—_— o
L ——
=0

42227'riv(y,zJ')Rcs(f,Zj)

Berechne Res(f,1)

eiz g ( 11 )
1+2z2 2i \z—-1 z+i
ez 1
= — —— + etwas Holomorphes fiir z = —i
21 z -1
eiz
571 hat in z = i einen Pol der Ordnung 1.
eiz e—l
a1 = — = —
YT 2i e 20

-1

ez e
——dz=2mi—=-1=me!
y1+22

4.17 Residuenberechnung

2i

1.) Falls f in z, einen Pol der Ordnung K hat:

f@)= > an(z-2z0)", l|z—-zol <7,ax +0.
n=-K
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a) K=1:

a1 = lim(z - zy)f(z)|= lim z an(z —zp)™!
z—2(

Z—2Z
Op="1

b.) K = 2:

K-1
ddK - ((z-205f(2) = Z Mm+K)...(n+2)ay(z — zo)""!

n=-1

- (-1+K)(-1+K-1)...(-1+2)a_; fiirz — zg

dk-1

1
= |Res(f,20) = a1 = lm g5 (2= 207/(2)

2.) Falls f = g/h, g,h holomorph, g(zy) + 0, h(zy) = 0, h' (z¢) # 0, dann hat f in zq
einen Pol erster Ordnung. Sei

h(z) — h(zo)
—=—" Zz %2
@(z) = <| zZ—2

h'(z) z =2

Dann ist @ holomorph im Definitionsbereich von h.

= f(2)=(z-2z0)p(2)
_ 1 g
- &= @
= Res(f,zo) = lim(z — z¢) f(2)
z—20
_ g(zo)
®(20)
9(z0)
Res(f, zo) ' (zy) X
. ) eiz
4.18 Wl Beispiel 1) f(z) = 1722 Zy =

417 el
2 Res(f,i) = —
eSUD =0 T 2 T e




1.4 INTEGRALE LANGS GESCHLOSSENER KURVEN

2.) Berechne

©

Ccos X
(1 + x2)2
CcOS X 1
(1+x2)2 1+ x2

o1
ffxzd’“‘”

Ccosx
= J mdx absolut konvergent

—o0

iz
(1-?722)27 denn Ref(x) = ﬂ fur x € R.

Betrachte f(z) = 1+ x2)?

Lk—2 1 d [((z—-1)%"=
Rest/iD 5 Tidz ( (1+22)2 )

B O
T dz \ (z+1)2

_ Qe (z +1)2 —e?2(z +1)
B (z +1i)*
ie™12i— 2e7! el

z=i

z=i

z=i

Residuensatz

ety m
L f(z)dz =2mi (717> =
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Fir |z] =R, Imz > O:

eiz e mz 1z240)2122)-1 1 1
lf(2)] = = - < - > = -
(1 + z2)2 1+ z2|2 (1z]2-1)2  (R2-1)2
- U F(2)dz| < max]|f1L(y)
|z|=RIm z>0
< ;’ITR 0 (R — o0)
T (R2-1)2 ’
™ . COS X +1isinx
= o= ny(Z)dZ_zlzg?oLRf(z)dz_J 11 x2)2
CoS X T
_COSX 4 =T <
(1 +x2)2dx e :

—o0

4.19 Definition Sei G c C ein Gebiet. Ein geschlossener Weg y in C berandet G, falls

( | 1 zeG
v(y,z) = — X
Y 0 zeC\G

» Beispiel 1) G =K;(0), yn(t) =e?™N 0 <t < 1.

Im

o~

|7

Re

ez, =—i

(1

v(y,z1) = 1,falls |z;] < 1 und v(y, z2) =0, falls |z»| > 1.
y1 berandet G, yy berandet G nicht.

2.) G = KLZ(O)
)

Der Rand besteht aus zwei disjunkten Wegen (Zykel). Deshalb greift hier unsere
Definition nicht.

Zo = —1
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INTEGRALE LANGS GESCHLOSSENER KURVEN

4.20 Definition Sei O < C offen, f holomorph in O \ S (insbesondere O \ S offen) und

V z €S : f hat einen Pol in z. X

Dann heifit f meromorph in O.

Z1, Z» Polstellen

4.21 Null- und Polstellen zihlendes Integral Sei f meromorph in O, G ein Gebiet, G ¢ O

56

und y ein Weg in O der G berandet und keine Null- oder Polstelle trifft. Dann gilt
1 S (2)

2mi )y f(2)

wobei N¢ die Anzahl der Nullstellen von f in G und P; die Anzahl der Pole von f in G
bezeichnet, jeweils mit Ordnung gezdhlt.

dZ=Ng—PG

BEWEIS Sei S :={z€ O:f(z) =0V f hatPol in z}. Dann besteht S nur aus isolierten
Punkten (Nullstellen nach 3.10, Polstellen nach Definition).

g = f? ist holomorphin O \ S
Nach dem Residuensatz ist
I g(z)dz = > 2miRes(g,z)  v(y,2) = > 2miRes(g,z)
Y zeS — zesSnG
B 1 zeG
o zeo\G

Betrachte einen einzelnen Summanden, bzw. ein zo € S N G und schreibe:
f(2)=(z-20"f(2)  f(zo0) =0

mit holomorphem fN Fiir k > 1 ist k die Ordnung der Nullstelle und fiir k < —1 ist —k
die Ordnung des Pols.

F(2) =k(z - 20)* ' f(2) + (z— z0)* [ (2)
ek J@

zZ) = = ~
9(2) f(z2)  (z-20) f(2)
——
holomorph bei z(
Damit ist

Res(g,zp) = lim(z — z9)g(z) =k
z—20

Betrachtet man nun wieder die Summe, so ergibt sich sofort die Behauptung. [ ]
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4.22 Pl Beispiel

_(z-2)(z-3)
f(z) = Z_12

ist meromorph in C.

fm Y4
= = ° Re
1 ([ A
z
— dz =41 j=2,3 <
2mi Jy; f(2) J
Jj=4

4.23 Folgerung (Null- und Polstellen zdihlendes Integral 2) Seien die Voraussetzungen wie in
4.21. Dann gilt

Ng —Pg =v(feoy,0)

BEWEIS Seiy:[a,b] — C, dann gilt nach 4.21:

_ 1l (@
Ne =Pe = 52 f(z)

21T1J f(y(t) M
— =(foy)’

ey

(wobei das Integral evtl. eine Summe tiber Teilintervalle ist)

1 1
J —dz
T omi foy Z

=v(foy,0)

4.24 Satz von Rouché Seien f, g holomorph in O, G = O berandet vom Weg y in O. Gilt

lg(2)| < |f(2)| fiir z € Bild(y)

dann haben f und f+g gleich viele Nullstellen in G (die Nullstellen mit Ordnung gezdhlt).

1
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BEWEIS Mit 4.23
Ne(f) =v(foy,0)
Ne(f+g)=v((f+g)°y,0)
Zeige,dass fog ~ (f+g)eoyin C\ {O}.
y muss eventuell umparametrisiert werden, damit y € C'.
(L, s) = (foy) ) +s(goy)t)
dann
® € C'([0,1] x[0,1] - C)
®(t,0) = (f o y)(b)

d(t,1) = ((f+g) o y) (1)
® € Bild(®) (k)

= fertig

Zu (k):
[(foy)®)+s(goy)(®)| =[Sy () +sg(y())|
> | fly@®)| —slaly®)]

da0=<s=<1

= [fy)] = [gly@)]
> 0 nach Vereinbarung.

Folgerung Sei

n-1
p(z)=z"+ > apz~
k=0

Dann hat p in Kz (0) mit

n-1
R = max<|z |axl, 1]»

k=0
genau n Nullstellen (mit Vielfachheit gezahlt). Dies sind alle Nullstellen von p.

BEWEIS Seien
n-1
fz)y=z" g2 => axzk
k=0

= ftg=p
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f hat die n-fache Nullstelle zy = 0 und sonst keine in jeder Kreisscheibe G = K, (0) mit
¥ > 0. Sei nun r > R. Zeige
lg(2)I <If(2), furlz|=7.
Dann folgt aus Rouché (4.24) die gesamte Behauptung.

Py(f +9) = Pv(f) =ninjedem K, (0) mit v > R
\Z\zrnil
lg(2)] "< D laxlr*
k=0

aus v > R > 1 folgt v* < !

n-1
< > lagl r"!
k=0

——
<R<r

<r" =|f(2)] L]

1.5 Analytische Fortsetzung
5.1 Pl Beispiel Betrachte

f(z)=>(=z)" furlz| <1
n=0

; (geometrische Reihe). Sei

und f(z) = 1522

fur z = +i

1
9@ =

1
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Entwickle f um z = —1/2 in eine Potenzreihe

fi(z) =D anlz—z)"

n=0

Wir wissen: f = g in K; (0), also ist f} gleichzeitig Entwicklung von g.

= f1 hat den Konvergenzradius 7; = ?

Entwickle f; um z; = 7%:

fo(2) = > bp(z—22)"  inKy,(2)

n=0
mit r» = —— (da f> Entwicklung von g ist). Wir haben f, das nur auf K; (0) definiert
ist holomorph auf K;(0) UK s5,2(-1/2) U K s3,2(—3/2) fortgesetzt. <

5.2 Definition Ein Tupel K = (Ko,...,Ky) offener Kreisscheiben K; = Ky (z5) heifst Kreis-
kette, falls

zjeKj,lvzj,leK-, jil,...,’}’l
Sind f; : K; — C holomorph mit
fj‘ :fj—l‘ , J=1...,n

KjnKj-1 KjnKj_

so heifit fy analytisch fortsetzbar ldngs K, f,, heifit analytische Fortsetzung von f, ldngs

X. X

5.3 Bemerkung: 1.) Nach dem Identitatssatz ist f; und dann auch f>,..., f,, eindeutig.

2.) SNind (Ko, ..., Kn), (I?o,...,l?m) Kreisketten mit I?o = Ky und I?m = Ky, gilt dann

Jm = fu? (Im Allgemeinen nein) -

5.4 Defintion Seiy € C([to,t1] — C). Eine Kreiskette X = (Ky,...,K,) verlduft ldngs y,
falls es eine Unterteilung to = 7o < T1 < ... < Ty < t; gibt, sodass

y(T;) Mittelpunkt vonK;, j=0,...,n
y([tji-, ;D €KjoinKj, j=1,...,n X

Die zweite Bedingung verhindert, dass y wie im Bild aus der Kreiskette hinauslduft.

()
© DT, -
)

)’(to) Y(tl)
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5.5 Pl Beispiel SeiN € N, N =2, y(t) = e*™t 0 <t < N. Sei

J

TJ'==§, j=0,...,8N
Kj=K(y(t))), j=0,...,8N
Dann verlauft X = (Ky,...,Kgy) ldngs y. 1<
K’
9.9

K
f o
5.6 Satz Seieny € C([to,t1] — C), K, K’ offene Kreisscheiben um y (ty) bzw. y(t1), f holo-
morph inK und g, g holomoprhinK' und g, g seien aus f durch analytische Fortsetzung
lcings Kreisketten entstanden, die ldngs y verlaufen. Dann gilt

g=4g
BEWEIS 1.) Voriiberlegung
C
y(t1)
Kri)(y(1))
y(Tj1)
y(T;)
c y(to) y(Tj-1)
Seitg = Top < T1 < ... < T, = t; die Unterteilung von [ty, t;] mit Kreiskette

K = Ko,Ki,...,K, = K’ und holomorphe Funktionen f; : K; — C, die f zu g
fortsetzen. Fir ¢ € [T;-1, T;] sei

Pi(z)= D> an(t)(z—y(t)", z € Kpp(y(t))
n=0

die Potenzreihenentwicklung von f;_; um y (¢). Beachte: P; ist auch die Potenzrei-
he von fj um y(t), da f; = fj-1 in K; N K;j_;. Also in P; Potenzreihenentwicklung
von fj um y(t) sogar fir t € [Tj_1,Tj+1]. Da y stetig: Fir festes t € [to, t1]

A6>0: |yt —yt) <r(t) fur|t' —t] <6, to<t' <t

1
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Wiéhle 6 so klein, dass t, ¢’ im selben Intervall [T;_;, Tj+1] liegen.

= Fur |[t' — t| < 6 erhdlt man Py durch Entwicklung von P, um y(t'), da um
y(t'): P = fj
Das nennt man die lokale Vertrdglichkeit der Familie (Py)y<t<t, -

Dasselbe fiir g: Unterteilung to = 09 < 07 < ... < Oy = 11, ﬁt Entwicklung von fi
um y(t).

2.) Eigentlicher Beweis
M = {t € [to,02] : Py = P}

Zeige: M = [to,t1] = g =Py, :ﬁtl =g.

1.) M + 0: Wegen fy = f = fo gilt [to, to + 6] < M, 6 so gewdhlt, dass y(t) €
K=K0=K0fﬁrtoﬁtsto+6.

2.) M istrelativ offen3: Sei s € M, 6 > 0 so klein, dass
ly(t) —y(s)| <min{r(s),P(s)} firs -6 <t <s+§

(Stetigkeit von y). Aus der lokalen Vertraghchkelt folgt: P, entsteht aus Ent-
wicklung von Ps um y(t) genauso P, aus P..

~

PP — P =P firs-S<t<s+d

3.) M ist abgeschlossen: Sei (s,,) in M, s,, — s, s, + s. Dann gilt y(s,) — y(s) und
entweder y(s,) = y(s) fireinn = s e M, da P; = P, oder y(s,) # y(s)
fir n € N: Fur n > Ns:

Identitatssatz ~

Pi(y(sn) = Pg, (y(sn)) = P, (y(s0)) = Ps(y(sn)) = Ps =P,

1,2.und 3. = M = [to, t;]. m

5.7 Definition Seiy € C([to,t;] — C), K,K’ offene Kreisscheiben um y(ty) bzw. y(t,). f
holomorph in K, g holomorph in K'. Dann heifst g analytische Fortsetzung von f ldngs
y, falls es eine ldngs y verlaufende Kreiskette K gibt, sodass g analytische Fortsetzung
von f ldngs X ist. X

3relativ offen: Ich kann M bekommen durch den Schnitt einer offenen Menge mit [to, t1]
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5.8 Pl Beispiel Seien N € N,N = 2, f(z) = |z|”Nei% argz

y(t)=e>™ 0<t<N

Tj= 2, K = Ki(y(1)), j = 0,...,8N.

J
8N’

Setze f langs Ko, K3,...,Kgy fort
fo=fl, firj=1.2
0
Wie sieht f3 aus?

arg(z) Imz>0
arg,(z) =41 z €] —0,0[
arg(z+2m) Imz <0

L1
Setze g (z) = |z|/Nelv a8r 2

{gl holomorph in C \ [0, co[
E )
g1 {z:Im z>0} = f

= fi=a| . J=3456
J

{z:Im z>0}

i1
Setze gz(Z) = |Z|1/Nelﬁ arg, (z+2m)

g» holomorph in C\] — 0, 0]
=
g2 g

{z:Im z<0} -l {z:Im z<0}

= fi=9:|, » i=7.8910
J

FUNKTIONENTHEORIE

63



1.5

59

5.10

5.11
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ANALYTISCHE FORTSETZUNG

Beachte: Kg = Ky, aber fg = eiZW"fO * fo.
i 0 2T
Sfie = €27 fo = fo

N2
San =NV fo = fo

Nach der N-ten Umkreisung der 0 landen wir wieder bei der urspriinglichen Funktion.l«

Umparametrisierung Seiy € C([to,t1] — C), f1 analytische Fortsetzung von f ldngs
Y, @ : [S0,51]1 — [to, t1] Stetig, streng monoton wachsend, @ (sy) = to, (s1) = t1. Damit
ist f1 auch analytische Fortsetzung von f ldngs y o @. Insbesondere kann immer sy = 0,
s1 = 1 gewdhlt werden.

BEWEIS Verwende dieselbe Kreiskette, als Unterteilung von [so,s;]1:5; = @ }(7;). m

Monodromiesatz Seien y,y € C([0,1] — C€) mit y(0) = y(0), y(1) = y(1). Weiter sei
® € C([0,1] X [0,1] — ©) eine Homotopie zwischen y,y, das heift

®(-,0)=y o(,1) =y

®(0,s) =y(0) @(1,s) =y(1), 0=<s=1
Ist fy holomorph in einer Kreisscheibe K,(y(0)) und ldsst sich fy ldngs jedes Weges

ys = ®(-,s) analytisch fortsetzen, dann stimmen die analytischen Fortsetzungen von f
Iéings y und y tiberein.

Der Beweis verlduft chnlich wie in 5.6. X

Definition Ein Gebiet G < C heifst einfach zusammenhdngend, wenn jede geschlossene
stetige Kurve y in G nullhomotop ist, das heifdt es existiert eine Homotopie ® € C([0,1] X
[0,1] — G) zwischen y und einer konstanten Kurve.

Oder dquivalent: Zu je zwei Kurven y1,y, € C([0,1] — G) mit y;(0) = y»(0) und
y1(1) = y»(1) existiert eine Homotopie ® € C([0,1] x [0,1] — G). X
> Beispiel

C\ [0,[ Gebiet, einfach zusammenh&ngend
C\ {0} Gebiet, nicht einfach zusammenhéangend
(Der Kreis um die 0 ist nicht nullhomotop)
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s.az2 Folgerung G < C einfach zusammenhingendes Gebiet, f; holomorph in K, (zy) € G.
Lasst sich fj langs jeder stetigen Kurve y mit Anfangspunkt z, analytisch fortsetzen,
dann gibt es genau eine holomorphe Funktion

fiG—C mit f| - fo

Kr(zo)

BEWEIS 1.) Definiere f : G — C. Sei z; € G. Da G ein Gebiet ist folgt: Es existiert
eine stetige Kurve y von zy nach z;. Setze f; langs y fort zu f; : K;(z1) — C (f1
ist holomorph). Setze f(z;) = fi(z1). f ist sinnvoll definiert: Ist ¥ eine andere
stetige Kurve von z, nach z;. Da G einfach zusammenhingend ist folgt y ~ y.

Monodromiesatz 5.10: Fortsetzung lings y liefert dieselbe Funktion f;.

2.

~

Zeige: f ist holomorph. Sei z; € G fest, f; wie oben. Zeige
e, @

Dann ist f holomorph in K;,3(z;). Da z; € G holomorph ist, ist f holomorph in
G.

Sei z, € Ks/3(z1). Bilde y aus y durch Anhingen der Strecke z;z,. Erginze dei
Kreiskette X langs y, die zur Fortsetzung langs y verwendet wurde, durch K, (z>)
zur Kreiskette K lings y. f(z.) wird definiert durch analytische Fortsetzung von
fo langs y. Dies liefert f5 : K;/2(z2) — C. Wegen

fo = fiinKsp2(22) NKs(21)
folgt f(z,) = f2(22) = f1(22).

3.) Zeige: f ist eindeutig. Ist X = (Ky,...,K;,) Kreiskette langs y, so ist f‘K eine
j

analytische Fortsetzung ldngs y. Aus Satz 5.6 folgt: Jede andere Fortsetzung lings
y liefert dieselbe analytische Fortsetzung. [ |

1
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5.13 Pl Beispiel

fo(z) = |z|VNelx @82 in K, (2)

Im

Re

Falls G = C\] — ,0]
f(Z) — |Z|1/Nei% arg z
falls G = C\] —ie,i0]

1
f(Z) — Izll/Ne‘N argy 2 z P

s.14  Ausblick Erweiterung des Wegintegrals auf stetige Kurven. Ist f analytische fortsetz-
bar langs y mit Unterteilung

to=To<T1 <...<Ty =1,

so definiere

Lf(z) dz = i L f(z)dz

‘[Tj,],'rj]

J f(2)dz = Fy(y (1)) = Fj(y(Tj_1)).
Y

‘[Tj,],'rj]

F ist die lokale Stammfunktion der Fortsetzung von f in K;. -
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VEKTORANALYSIS

2.1 Kurvenintegrale

1.1 Definition Sei f € C([a,b] — R").

1.) K = Bild(f) heift Kurve im R", (f,[a,b]) heifft Parameterdarstellung von K. Ist
f(a) = f(b), so heift K geschlossen.

2) Ist f ‘ (bl injektiv, so heifit K Jordan-Kurve.

0.9

Diese Kurve ist geschlossen und nicht Jordan. X

1.2 Bemerkung: Die Parameterdarstellung induziert den Durchlaufsinn. -

1.3 Pl Beispiel Firv > 0, c > 0 beschreibt

rcost
f@)=|rsint |, O0<t=<d4m

ct

eine Schraubenlinie mit Radius » und Ganghohe 5. 1<

1.4 Definition Seien (f,[a,b]) und (g,[c,d]) zwei Parameterdarstellungen von K. EXxis-
tiert @ € C'([a,b] — R) mit



2.1 KURVENINTEGRALE

» @'(t) >0inla,b]
» @a)=c,p)=d
» f(t)=(go@)(t),tEla,b]

so heiflen die Parameterdarstellungen dquivalent. X

1.5 Pl Beispiel 1.) Die Parameterdarstellung

¥ cos (Sni)

1+t
g(t) = rsin(Snﬁ) , 0<t<1
t
ist dquivalent zu f aus 1.3 (mit @(t) = 8w 5).
2.) Die Parameterdarstellung
¥ cos t?
h(t)=|rsint’> |, 0<t=<+4m
ct?

ist nicht dquivalent zu f aus 1.3 (p(t) = t2), weil ¢’ (0) = 0. I«

1.6 Definition Sei (f,[a, b]) Parameterdarstellung von K. Existiert f'(to) und ist f'(to) +

0, so heifst
Ty (to) = —— f"(t) x
POTT @l
Tangenteneinheitsvektor an K im Punkt f (t,).
f(t)

f(to+h) — f(t)
h

S

1.7 Satz Sind (f,[a,b]) und (g,[c,d]) dquivalente Parameterdarstellungen von K, so gilt

S () (go@) (1)
Lr® =701 = Tge ey ol
9 (@)’ ) w0 g (@)
“lg@oe Ol Tg@o)]
- T, (@) .

1.8 Definition Sei K eine Kurve im R".
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1.) Existiert eine Parameterdarstellung (f,[a,b]) mit f € C'([a,b] — R") und f'(t) +
0 auf[a,b], so heifit K glatt. Insbesondere ist dann Ty stetig.

2.) K heifit stiickweise glatt, falls es eine Parameterdarstellung (f,[a,b]) gibt und
eine Unterteilung a = to < t; < ... < t, = b, sodass die Teilkurven von K glatt

sind:
£ ‘ [tj-1:t;
und f'(t) # 0 flirtj, <t <tj. «

= CH([tjo1,t;] = R™)

1.9 Bemerkung: Glatte Kurven haben keine Ecken, stiickweise glatte Kurven konnen Ecken
besitzen. 4,

110 Definition Sei K eine Jordan-Kurve mit der Parameterdarstellung (f,[a, b]).

1.) Falls
AIM>0VneNVa=ty<t1 <...<t,=b:

Lity,.tny (K) = z Hf(tj) - f(t;q)” <M

Jj=1

so heifit K rektifizierbar. £ty F(ts)

S (to) S (ts)
f(t2)
2.) Ist K rektifizierbar, so heifst
L(K) = ilel-IN)L{to,...,tn}(K)
die Bogenldnge von K. X

111 Satz Sei K glatte Jordan-Kurve mit Parameterdarstellung (f,[a,b]l), f € C'([a,b] —
R™). Dann ist K rektifizierbar und es gilt

b
LK) = j 1F (1l dt

BEWEIS 1) Fira=ty <t <...<t, =bgilt
tj tj

LF(E) = F(ty )] = Jf’(t)dt < J 1LF (0 dt
£, ti,

J= J=

b
— Ligoon (K) < j Lf @l dt = M

L(K) <M

= K ist rektifizierbar.
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2.1 KURVENINTEGRALE

2.) Sei € > 0 fest. f’ gleichmaRig stetig
= 3I6>0VIs—tl<s:1f(s)-fF®l<e
Seia=t)<t; <...<tlp,=bmitmax|t; —tj_1| <9

= fOI=1f @ - f&E+ el
se+|f @l furt, <t<t;
tj
= [ IF@des e -t + LI - )
iy
Lj
=&ty —tj)+ J (f @) = f (&) + f () dt
i1

<2&(tj—ti) + ILf () = f &l
b
=) j LF ()l dt < 26(b - a) + Ly, (K)

<2&(b-a) +L(K)

elo

b
9 JIIf’(t)Ildt < L(K) .

112 Hilfssatz Sei K eine rektifizierbare Jordan-Kurve mit Parameterdarstellung (y,[a, b]).

Ista <c <b,K' =y(la,cl), K" =y(lc,bl), dann sind K', K" rektifizierbare Jordan-
Kurven und es gilt L(K") + L(K"") = L(K).

BEWEIS 1) Seiena =ty <t; <...<tp=cundc=5y<8 <...<S, =b.

= Litg,tn} (K') + Lisg,..5n3 (K”) = Litg, ... tn=sprsn} (K)

=0 =0

> L(K)
= K’',K” sind rektifizierbar, L(K') + L(K") < L(K).
2.) Sei € > 0 gegeben, {to,...,t,} mit
Litg,.tny (K) = L(K) — €
Flige eventuell ¢ als Unterteilungspunkt dazu.
{to=a<t]<...<tp=c<tp,<...<t, =b}

m

Wegen der Dreiecksungleichung

L{t('],...,t;n}(K) > Ly, tn} (K) = L(K) — &
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wegen
ly @) =y @D =y ) =y @D+ Ty () — y ()
AuBerdem
Lig,..t1 (K) = L{t(’),...,tl’(}(K,) + Lyt (K"
damit folgt
L(K') +L(K")>L(K) — ¢ [ |

da &€ > 0 beliebig L(K") + L(K") > L(K).

113 Bemerkung: Ist K eine rektifizierbare Jordan-Kurve mit dquivalenten Parameterdar-
stellungen f und g, so gilt
n

LYY(K) = sup
]

ILf () = f(Ei-0l
1

=sup > llg(s;) —g(s;-Dl

i3

L(g)(K)

denn zu {tg,...,t,} »passt« genau die Unterteilung {@~'(ty),...,@ ' (t,)} und umge-
kehrt. -

114 Hilfssatz SeiK eine rektifizierbare Jordan-Kurve mit der Parameterdarstellung (y, [a, b]).

Definiere L : [a,b] — R durch

L(t) = L(K;), Ki=y([a,t]),a<t=<b

Dann gelten:



2.1 KURVENINTEGRALE

1.) L ist streng monoton wachsend

2.) L ist stetig

3.) Bild(L) = [0,L(K)]

4.) Falls K glatt ist und y € C', dann ist L differenzierbar und
L'@®) = lly @l

BEWEIS 1) Seia<t<s<bh.

112

L(s) = L(t) + L(K"), K' =y([t,s])
L(K") = lly(s) —y(@®)Il >0
da K Jordan-Kurve und s, t nicht zugleich Anfangs- und Endpunkt.
2.) 1.) Zeige: L ist stetigint = b. Sei € > 0. Wahle a = ty < ... < t, = b mit
Lity,..tny (K) > L(K) — € (). y ist gleichmaRig stetig, wenn gilt

35>0:|s—t| <6 = Iy(s)fy(t)|<§ (k)

Setze K =y ([tj, tj1])

Z (K;) = L(K)

= 0=<L(Ky) = lly(ty) —y(tp-D)ll < Z (L(Kj) = lly(t;) — Y(tj—l)”>
j=1 * 0 g
£
= L(K) = L,...tn (K) < 5
0.B.d.A. kann angenommen werden:

|tj — tj—1| <o

Andernfalls fiige geeignet weitere Unterteilungspunkt hinzu. Da dabei L;_; (K)
hochstens groRer wird bleibt () erhalten.

& (%)
= L(Kn) < 5 +lly(tn) =yt < &

= 0SLM@l=ty) —L(t), firty ,<t<ty,=4
<L) — L(tn1)
=L(Kn)
< &

= L ist (linksseitig) stetig bei t = b.

2.) Fiur t €]a, b] betrachte y([a,t]). Wende a) an, dann folgt, dass L linksseitig
stetig bei t ist.

N
N
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3.) Rechtsseitige Stetigkeit bei t = a: Wie 1., aber K, anstelle von K,,:

0<LKy)—llytty) —ytp=a)ll<...<

N m

= L(K;) <&

4.) Fur t € [a, b[ betrachte y([t,b]), wende 3. an = L rechtsseitig stetig in t.

3.) Klar.
t

4) L(b) ‘é‘fn y(@lldr = L'(t) = Iy )] -
a stetig

115 Definition SeiK eine rektifizierbare Jordan-Kurve mit der Parameterdarstellung (y,[a, b]).
Dann heift

(g,[0,L(K)]), mit g(s) = y(L7}(s))

Bogenldngendarstellung von K (dquivalente Parameterdarstellungen fiihren auf dieselbe

Bogenlingedarstellung).
y(b)

Beide orangenen Linien sind gleich lang. X

116 Folgerung: Falls K glatt und y differenzierbar folgt aus 1.15 4.), dass L differenzierbar
ist. Wegen

1 1
L'(L7Y(s)) Ny’ (L ()l

ergibt sich fir die Bogenlangendarstellung von K

(L1'(s) =

+ 0, da K glatt ist

g (s)Il =y (L2 LY ()l =1 —

~N
w
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117 Pl Beispiel Sei eine Kurve durch die Parametrisierung y gegeben:

cos(2Trt)
yi)=r (sin(Zﬂt)> o o=tEt
, - =2msin(2mt) ||
lly' (&)1l = ‘ v ( 21T cos(2mt) )H e

t
= L(t) = J Iy (0)lldt =2mmrt =s
0

= L) =t = —
2mr

Damit ergibt sich die Bogenlangendarstellung:

gs)=y@L ) =7 (COSS;> , O<ss<?2mr 1<

sin P

118 Definition SeiK eine rektifizierbare Jordan-Kurve mit Bogenlingendarstellung (g, [0,L(K)]),
f:D < R" - R stetig, K = D. Dann heifst

L(K)

Jdes = J f(g(s))ds

0

Kurvenintegral von f tiber K. X

119 Satz Sei K eine glatte, rektifizierbare Jordan-Kurve, f : D < R" — R stetig, K < D und
(y,la, b]) die Parameterdarstellung von K. Dann

b
| ras=[roaiywia
K a

BEWEIS

L(K)

Jdes = J f(g(s))ds
0

Nebenrechnung
g=yeolL"!
Substitution: s = L(t)

ds

- L= Iy (Ol



VEKTORANALYSIS

Einsetzen
L(K)=L(b)
L0 F@LEN) Iy ()] de

0=L(a)

b
- [rowniy ia .

1.20 Pl Beispiel 1) y:la,b] = R':t—t

= K = [a,b]
b
~ JdeS:lfwu))ldt

Also: Kurvenintegral beinhaltet »altes« Integral tiber Intervalle.

2') }/(t) = (;t)’ O<t=x< 1,f(X,y) = x?2 +y2

1
J fds:J(t2+a2t2)\/1+a2dt:%(1+a2)3/2 X
K 0
1.21  Eigenschaften von Kurvenintegralen: 1.) Linearitat:

J ()\f+ug)d5:)\J fd5+uJ gds
K K K
2.) Standardabschdtzung:

UdeS‘ < max | f (x)| L(K)

3.) Sei K = K; U K», dann

des:J fds+I fds -
K Ky K>
1.22 Definition 1.) Seien f : D < R™ — R", D offen, f differenzierbar. Dann heifSt
ax1 fl n
din=V-f= . =Zanfi

o) \fu)

Divergenz von f (Quellenstdrke). In diesem Zusammenhang heifst f auch Vektor-
feld.



2.1 KURVENINTEGRALE

2.) Seien f : D < R" — R, D offen, f differenzierbar. Dann heift
Ox, Ox, f
gradf=Vf=| . |f=| :
axn axnf
Gradient von f. Man nennt f auch Skalarfeld.

3.) Seien f : D = R"™ — R™ ein Vektorfeld und D offen. Gibt es eine Funktion F : D — R,
sodass

VF=finD
so heifit f Gradientenfeld, F heifit Potential von f.
4.) Seien f : D < R® — R3, f differenzierbar. Dann heifit
axl fl axzf's - ax3f2
rOtf =V ><f = axz X fZ = angl - ax1f3
ax3 fi ax1f2 *axzfl
Rotation von f (Wirbelstcirke). X
1.23 Rechenregeln: Seien im Folgenden f,g : R® — R", f3,g3 : R3 — R3 Vektorfelder,
a,b : R" — R Skalarfelder und A, u € R Skalare.
1.) Linearitat:
V-Af+ug)=AV-f+uv-g

VAf+ug)=AVf+uvg
VXAfz+ugs) =AVX f3+uUV Xgs

2.) Produktregeln:

V-(af)=(Va)-f+aV-f
Viab)=aVb+bVa
Vx(afs)=a(VXf;)+(Va)xf;

3.)

Vx(Vf3)=0
V-(Vxf3)=0 -
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1.24 Definition Sei K eine glatte Jordan-Kurve mit der Parameterdarstellung (y,la,b]),
f:D c R" — R" stetig, K < D. Dann heifst

b
Jf-Tds =:Jf(y(t))-y’(t)dt
K a

das Wegintegral von f tiber K. X
1.25 Bemerkung: 1.) Die Definition ergibt durchaus ihren Sinn, denn aus der Definition
des bekannten Kurvenintegrals erhdlt man:
b b
_ y'(t) , B ,
f-Tds=||fly®) 5 Iy @©ldt = | f(y@) -y () de
K J ly (@l J
2.) Das Wegintegral wird in der Physik auch als Arbeitsintegral bezeichnet.
W= J F(r) 8r(t)
3.) Andere Schreibweise
n
-Tds = I i dx;
JK f ; K fj J
b
[ frax; = [ fivan - yiwa .

1.26 Satz Ist f : D — R" ein Gradientenfeld mit Potential F : D — R, so gilt fiir jede Kurve
Kc<cD

J f - Tds = F(Endpunkt) — F (Anfangspunkt)
K

Insbesondere: Wegintegral ist wegunabhdngig.

BEWEIS Betrachte
J £.Tds =j Fly®) -y @ dt
K K

wobei f(y(t)) = VF(y(t))

(F° y)(t)dt

S%w
Q“Q‘

~

~
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mit der Kettenregel

n

(Foy)(t =Z Ox, F(y (1) - yj(t)

mit dem Hauptsatz der Differential und Integralrechnung
JKf- Tds = (Foy)(b) - (Foy)(a)
=F(y(b)) —F(y(a)) =

1.27 Satz SeiD < R" ein Gebiet, f € C(D — R"). Ist das Wegintegral tiber stiickweise glatte
Kurven in D wegunabhdngig, so besitzt f ein Potential in D.

BEWEIS Sei xy € D fest. Zu x € D wihle eine Kurve K von x, nach x, setze
F(x) =:J f-Tds
K
Da das Integral wegunabhéngig ist, ist F sinnvoll definiert. Sei j = {1,...,n}, x € D.

Voriberlegung
x+he;

x+hej

F(x+hej) —F(x) = J f-Tds

X

f(x+tej) e;dt

= O%:

filx+te;)dt

h
1 1
E(F(X-FI’LQJ'))—F(X)—f]' = ‘EJ(fi(X—'_te‘j)_fi(X)) dt
0 |-|<& fir |h| <8
<le =¢fur |h| <6 [ |
" = ¢ fi
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2.2 Flichenintegrale im R3

2.1 Definition Sei D c R? ein Gebiet, f € C'(D — R3), f|p injektiv und

axl fl axzfl
Rang (3y, f(X) 06, f(x)) = Rang | 9, fo O, fo | =2
axl f5 aX2f3

fiir x € D. Dann heifit
F = Bild(f)

Fldiche im R3. (f,D) heifit Parameterdarstellung von F. X

2.2 Satz Ist (y,[a,b]) Parameterdarstellung einer glatten Kurve in D C R2, so ist (f o
y,l[a, b)) eine glatte Kurve im R3.

BEWEIS 1) yelC,feC' = foyecC.
2.)
(fr Oy)’(t))

(foy)(t) = ((fz oY) (t)
(fzoy)(£)

(3x1f1))’i + (axzfl)}’é
= [ (Ox, S2)¥1 + Ox, f2) ¥2
(3x1f3)}’i + (axzfs))’é

= y1(£)0x, f(y () + y5(£)0x, f (¥ (1))
+0

da {0y, f,0x, f} linear unabhangig und (2) * 0. =

2.3 Folgerung: Der Tangenteneinheitsvektor von f o y an der Stelle ty € [a, b]:

(f o y) (to)
Ty, = — " —— = (1 0y, 20x, t
oy (to) I(foy) @)l C10x, f (¥ (t0)) + €20+, f (¥ (to))
liegt immer in der von {0y, f, Ox,.f} aufgespannten Ebene durch f(y(ty)). -

2.4 Definition Sei (f,D) Parameterdarstellung einer Fliche F.
1.) Flir x € D heift die Ebene
{f(x) +t0x, f(x) + 80, f(x) :5,t €R}

die Tangentialebene an F im Punkt f(x).



2.2 FLACHENINTEGRALE IM R3

2.) Der Normaleneinheitsvektor im Punkt f(x) an die Fldche F ist gegeben durch

axlf(x) X axzf(x)
”axlf(x) X axzf(x)”

n(x) =

2.5 Bemerkung: [0y, f(x) X 0y, f(x)| ist der Flacheninhalt des Parallelogramms, das von
den beiden Vektoren oy, f (x) und 0y, f (x) aufgespannt wird. -

2.6 Definition Sei (f,D) Parameterdarstellung einer Fliiche F und g € C(D — R).
1.)

Fl = [ 100 £0) x 30, f ) dx

heifit Flcicheninhalt der Flciche F.

2.)

Iﬁg(f"‘” 1105, (20) X 0, f (20) | dx = Lgda
heifit Integral von g tiber F. Offensichtlich

IldO':|F| X
F

2.7 Pl Beispiel

D={xecR%:|x| <2}

X1
f(x1,x2) = X2
2 —x?-x2

7" |

80
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1 0 2X1
||ax1f>< axlf” = 0 X 1 2X> +0
*2X1 *2X2 1
FI= | teaixzax
[x|<~v2

Transformation auf Polarkoordinaten: x = ¥ cos @, y = ¥ sin@, dx = v dr de

2 2
J V1+4r2ydrde

@=0r=0

21 1
_ 2 2y3/2
12(1 +4r°)

@=0

5]

dp

r=0

2t 1
J E(27—1)d(p
@=0
EE
= Fd(p
@=0
_13
3

2.3 Volumenintegrale und Integralsitze

3.1 Definition Sein € N, n > 2. Eine Menge S < R" heifit projizierbar in x,-Richtung, falls
es ein beschrdnktes Gebiet G < R" ! und «, 8 € C(G — R) mit x(x’) < B(x’) fiirx' € G
gibt, sodass

S={(x1,...,%n-1,X%n) = (X', xp) ER":x' € GA(X') <x,<B(x')}

Ist S projizierbar in jede x;-Richtung (j = 1,...,m), so heifit S Standardbereich. X
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z.B. n = 2. Die Funktion ist projizierbar in x,-Richtung, aber nicht in x;-Richtung

X2

Q -eeeeeenny

3.2 Bemerkung: Ist S projizierbar in x,-Richtung und f : § — R messbar mit

Llfldx<oo

so folgt aus dem Satz von Fubini:

1) f(x',-):[x(x'),B(x’)] — R ist messbar fur fast alle x’ € G
2.) fast tiberall ist

B(x")
F(x') = S (X', xn) dxy
x(x’)
definiert
3.)
B(x")
J‘fdx = L J f(x',xy) dx, dx’ -
§ Gxn:a(x’)
3.3 Pl Beispiel S={x €R3:0<x3 <2-x5AX2=0Ax?+x5 < 1}. Vorstellung: Schnitt
von X3 X3
1
X1
X2 X
S ist projizierbar in x3-Richtung:

G=1{(x1,X2) :1x2 20 A X3 + X3 <1} (x,x0)eC
x(x1,x2) =0

B(x1,x2) =2—x5>2-1> a(xy,x2)
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G ist projizierbar in x,-Richtung

I=]1-1,1[
&(Xl) =0

Bx)) =1 -3

2-x3
= J~X2x3 dx = J*- J Xox3dxs | d(xy, x2)
S G 0
sz Z—X%
= J7X273 d(x1,x2)
G x3=0
1
- J;xze — x3)%d(x1, x2)
G2
V1-x3

Il
N —
= >

x2(2 = x3)%dx;, | dx,

0
2
1 1 1=x
=2 | —=(@2-x3)3 d
2L R
1(8 1 "
=§L€—€(1+xf)3dxl

1
= % I(7fxf - 3x7 - 3x3) dx,
-1
1
- S (1a_2_5_ <
1 (14 2) I
3.4 Integralsatz im R? Sei S < R? ein Standardbereich, dann sei f,g € C'(D — R), D

offen und S < D. Bei der projizierten Darstellung in x,- bzw. x,-Richtung seien «, 8
sttickweise glatt. 0S werde im Gegenuhrzeigersinn' durchlaufen. Dann

(Lsfdxz :) Lsf - Trds = 7Iax1fd(x1,xz) ()

(I gdx; :) I g'TldSZ*Iangd(Xth)
as as

'Neologismus von PD Dr. Lesky, eigentlich: »gegen den Uhrzeigersinn«



2.3 ‘ VOLUMENINTEGRALE UND INTEGRALSATZE

wobei T = (% ) der Tangentenvektor ist.

BEWEIS Voriiberlegung

oS

X, = B(x1)
X2 = o(x)

| | X1

Parameterdarstellung von 0S:

([ a+tb-a)
0<t<l1
(a(ath(ba)))

b l1<t<?2
x(b) + (t - 1)(B(b) - a(b)))
y(t) =
b+ (t-2)(a-Db)
2<t<3
(B(b+(t—2)(a b)))
3<t<4
(B(a) +(t - 3)(cx(a) B(a)))
()
O0<t<l1
I()
1<t<?2
= Yy =
( ) 2<t<3
)
3<t<4
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4
= [ g-mds= a0 yima
0S 5

)(b*a)dt+0

[S] S——

a+tb-a)
I\x(a+th-a)

+

3
b+ (t-2)(a-b)
Ig(ﬁ(b+(t—2)(a_b))> (a-b)dt+0

2
b b
- X1 B X1
= Jg <a<x1>> dx Jg <ﬁ<x1>> dx:

Andererseits
b B(x1)
L O0x,gd(x1,x2) = I J Ox, g (x1,x2) dxz dxy

X1=a xp=n(x1)

(g(x1, B(x1)) — glx1, x(x1))) dx;

a

|

X1

Fir Gleichung () genauso, aber 05 in andere Richtung parametrisieren

2

b

X1 = a(x2) x1 = Bx)

X1

3.5 Folgerungen: Voraussetzungen wie in 8.4, aber f € C'(D — R?)

1.) Satz von Green:
[Guri-oupax=-] r.ras
s as
854—J<f1 . TldS—sz - TzdS

2.) Satz von Gaul in der Ebene

Ldivfdx=LSf-nds
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2.3 ' VOLUMENINTEGRALE UND INTEGRALSATZE

n ist der Normaleneinheitsvektor, der ins AuRere von S zeigt: T = (% ) = n
(#)
)

n

i\]

56wl Beispiel D =R2, f(x1,%2) = a (’“) +b (_"2 ) S =K, (0)

X2 X1
YRRRAAAAAL 1 17777
YYRNRAAALSTT 17777 AT T3
YYPRRAALTTT A4T77 00NN
XYXYYNAATTTT AA4T7 A TTIINN
<XXYYATTT T AAAATL LYy
POPPIE XSG S Ak +rrry
LddbrYNAAaax Fr¥¥Y<L»kVV
P L ddd AR E TSN rr»\-<<“”’
AbFFYYNNAAQ MO PP
PPy YNNRQ v~ <k <4csrr

Jdivfdx=f2adx=2an= <a<x1>-n+0>ds

s s as X

J (0x, 1 = 0x, S2) dX:Zle’=—J <O+b<xz> -t) ds I«
s s —X1

3.7 Pl Beispiel S ist kein Standardbereich.

S, ist ein Standardbereich. S ist darstellbar als disjunkte Vereinigung von Standardbe-
reichen. <
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3.8 Definition S < R" heifit Greenscher Bereich, wenn S = S1U... USk, wobei S; ein Stan-
dardbereich ist. X

3.9 Folgerung Der Satz von Green

(-5 o] oo

x> 0x

gilt auch in Greenschen Bereichen, wenn 0S stlickweise glatt so parametrisiert ist, dass

SC )

in jedem Punkt von S aus S hinaus weist.

ZuM BEWEIS Green gilt in jedem S;. Wegintegrale tiber gemeinsame Randteile heben
sich weg. =

3.10 Satz von Gaul im R3 Sei f € C'(D — R®), D < R? offen, S = D Standardbereich, so
dass bei jeder Projektion der untere und obere Rand Flcichen sind. Dann gilt

J V-fdx:I f-ndo
S oS
wobei n der Normaleneinheitsvektor ist, der aus S hinaus weist.
BEWEIS Sei S3 Projektion von S in x3-Richtung.
S ={(x',x3) € R® 1 ax(x) < x3 < B(x)}

Zeige:

J 8x3f3dx :I Sf3-nzdo
s as



2.3 VOLUMENINTEGRALE UND INTEGRALSATZE

X3
n
x3 = B(x1,x2) = Fy
AR
AN B:
Ry & ‘\:\ X3 = &X(x1,x2) = F
é\ N~
N S % n

X1

Der Normalenvektor auf F; ist gegeben durch

1 X1 X1
n = m aXl X2 ><8X2 X2
B(x1,x2) B(x1,x2)
1 0
= : RIS
0x, B Ox, B
_ax1B
i 1 T
)
= N3 = 1 >0

Da die Komponente nj positiv ist, zeigt der Normalenvektor nach oben. Nach Voraus-
setzung muss der Normalenvektor immer aus S hinausweisen. Vergleicht man dies mit
der Grafik zeigt sich, dass die Voraussetzung erfillt ist. Wir haben also den richtigen
Normalenvektor gefunden. Analog fir F, und Fs:

F: ng=-—

If'g'ﬂg}dO'ZJ f3'LdU+ fg-;ldO'JrJ 0do
as F .1 f2 .1 F3

1
[ Al G x)
5 B(x1,x2)
X1
—J‘ fs X d(x1,x2)
B \alx, x2)
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VEKTORANALYSIS

Linke Seite

Blx1,x2)

J Ox; f3dx = I I Oxs f (X1, X2,x3) dxz d(xy, x2)
N S3

x3=a(x1,x2)

Rechte Seite

L (5001, X2, B(x1, x2)) = f (361, X2, &(x1,X2)) ) d(x1, x2) n
3

3.11 Satz von Stokes im R3 Seien D < R3 offen, f € C'(D — R3), F < D, Fldche mit
Parameterdarstellung (p,S), S < R? Greenscher Bereich mit stiickweise glattem 0S,
@ € C%(S — R3). Dann gilt:

L(V X f)-ndo = LFf- Tds

Hierbei mit OF so orientiert sein, dass es Bild einer fiir den Greenschen Satz richtig ori-
entierten Randkurve y von S ist.

P F
oS =y —_—
S / ,
X1 oy
/ F
N

Der Satz sagt aus: Egal wie F (z.B. Fy, F») in D liegt, solange der Rand gleich bleibt, bleibt

Lfodx

gleich.

BEWEIS Sei
3

J;f-TdS=Z fj'Tde

j=179°Y

L}oyfj STy ds = ffl(m oy (@ on) ar

b
M tter o e (20 @GO
- ajfl«p vy (22 ) v
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2.3 VOLUMENINTEGRALE UND INTEGRALSATZE

y'(t) ist der Tangentenvektor von y(t).

axl @1
_ o .Td
me @) (axZ (p1> s

mit dem Satz von Green (8.5)
2 {0 (10 @) - 0001) ~ 2, (U1 0 @) - 3 @)} dCx1,xe)

Nach dem Satz von Schwartz dirfen wir die partiellen Ableitungen vertauschen

- L (00, (i o @) - 3y — s, (i 0 @) - 0, @} d(x1,5%2)

"=(x1,x2 3
rom) L (Z(ay,.fn P(x) - 0, @ (X)) - D, 1

Jj=1
3
- z(ayjfl) @P(x') - O, @j(X") - Oy, (Pl) dx’
Jj=1
Die Summanden fir j = 1 heben sich weg.

= JS (ayzfl(a)q @2 - axg(pl - axg(p2 . ax1(p1)
+ ay3f1 (axlqu . axz(pl - axz(P's . axl(pl)> dx’
Vergleich mit der anderen Seite.
[ @ ndo- L(v X f) (0 @ X 0, @) d(x1, %)

Damit wurde bewiesen: In allen Termen, in denen f; vorkommt, stimmen linke und
rechte Seite tiberein. Dasselbe fur f> und f3. [}

Bemerkung: Aus dem Satz von Stokes 3.11 folgt: D < R3 offen und konvex, f € C?(D —
R3). Dann sind dquivalent:

i) Vxf=0inD
ii.) f besitzt in D ein Potential

3o C'(D—-R): f=Vd
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VEKTORANALYSIS 2

2.4 Mannigfaltigkeiten

Fliche im R3

U(x) = (K7 (0))

4.1 Definition 1.) S c R" heifit k-dimensionale differenzierbare Mannigfaltigkeit in R"
(1 < k < n), falls zu jedem x € S eine offene Umgebung U(x) auf S (d.h. U(x) =
0O NS, O < R" offen) existiert und eine Abbildung

Px K0 = U cOo (K(0) = {y e R*: [y] < 1})
mit
a.) @y bijektiv und @3! stetig
b.) @, stetig differenzierbar
c) Rang(%x) = k
Das Tupel (py, U(x)) nennt man Karte.

2.) Eine Menge
AS) = {(@,,U)) 1< j <N} = {(@x,, Ulx))) 1 x; €S,1 < j <N}

mit

=

Il
—

s=Uu;

J
heifit Atlas von S.

3.) S ist von der Klasse m € N (wir schreiben dann: S € C™) falls ein Atlas A(S)
existiert, sodass @; € C™.

Falls S € C™, betrachten wir nur solche Atlanten.

4.) S < R" mit S = {xy,...,xn} heifit 0-dimensionale Mannigfaltigkeit . X

4.2 Vereinbarung Ab jetzt betrachten wir nur C™ Mannigfaltigkeiten, die einen Atlas be-
sitzen. X
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2.4 MANNIGFALTIGKEITEN

4.3 Pl Beispiel Sei§ = {x € R?: |x| = R} eine Kugel mit Radius » und seien folgende
Karten @y : K?(0) — S fiir k € {1,2,...,6} gegeben:

P12 (V1,)2) = (J’l,yz,i\/l *3’12 *3’22)

U]yzZSQ{X€R3:X320}

®34(y1,)2) = (yl, 41 - i —J’zz,yz)

Usy =Sn{xeR3:x, 20}

Ps6(V1, 72) = (i\/l -y - yﬁ,yl,yz)

US’GZSQ{XER3:X120}

Dann A(S) = {(@;,U;),1 < j < 6} ein Atlas. Also ist S eine 2-dimensionale Mannigfal-
tigkeit mit Atlas A. <

Fliche im R3 mit Rand:

4.4 Definition 1.) S < R™ heifit k-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Rand (1 < k < n),
wenn es zu jedem x € S eine offene Umgebung U(x) = O N S, O < R" offen gibt
und eine Abbildung

@x 1 K(¥(0) = U(x) oder @y : K (0) - U(x),
K7 (0) = (v € K (0) 1 i = 03,k = 2
bzw. im Fall k = 1
@y :]—1,1[—- U(x) oder @, : [0,1[— U(x) oder o, :] —1,0] — U(x)

mit den Eigenschaften wie in 4.1 existiert. Die Begriffe »Atlas« und »C™ « werden
analog definiert.

2.) x € S heifit Randpunkt von S2, falls eine Karte (¢, U(x)) existiert, sodass

Px KFT0) - Ux)

2Vorraussetzung: 0S # 0



VEKTORANALYSIS

bzw.

. 10,11
Pyt ] _ 1,0] - U(X)

und

plx)e{xeR 1 x, =0} (k=2)

bzw.

Plx)=0 (k=1).

Die Menge aller Randpunkte ist 0S.

4.5 Bemerkung: Die Festlegung x € 0S héangt nicht von der Wahl der Karte ab. Sind
(p1,U1), (@2,Uz) zwei Karten mit x € U; N Us, so bildet

@1t o2 1K1 (0) ~ K{Y7(0)
[0,1[ ~1~1,0]

innere Punkte auf innere Punkte ab (Ohne Beweis). Also auch Randpunkte auf Rand
punkte.

-

4.6 Satz IstS € C™ eine k-dimesionale Mannigfaltigkeit mit Rand im R™ (k > 1), so ist 0S
eine (k — 1)-dimensionale Mannigfaltigkeit der Klasse C™ ohne Rand. Insbesondere ist
0(0S) = 0.

BEWEIS k = 1: x € 0S < x = @(0). Da es nur endlich viele Karten gibt, bekommt

man endlich viele Punkte in 05, also ergibt sich eine 0-dimensionale Mannigfaltig-
keit.

k = 2: Zu x € 0S existiert eine Karte (@, U(x)), px € C™, ' € C™. Sei

P (Vs Vi1) = Px V1,00, Vi1, 0)

Ux)=UXx)ndS=0nSNdS=0n2as,
= (Py, U(x)) ist Karte.

endlich viele tiberdecken 0S5
PeeC™, @l = ((p;l ‘as) ec

[—————
erste k — 1 Koordinaten

Alle &, sind auf K*~1 (0) definiert, also kein Rand.

O < R" offen.



2.4 MANNIGFALTIGKEITEN

4.7 Satz Seik =1 und S € C! eine k-dimensionale Mannigfaltigkeit in R". Sei aufierdem
Xo € S mit einer Karte (p1,U;), xo € Uy. Dann heifst

0 0
T@==LH{5%%(@Iwa)p-qé%%(@fow)}

Tangentialraum in x. Es gilt
a) dimTy, =k,
b.) T, ist unabhdngig von der Karte.

BEWEIS a.)

d=@; o :KP0) - KP0) :y -y

1 0 -+ 0
o (aaa o -
= E = : § , —(aylayz...ayk>(yo), Yo =@ (x0)
0 -~ 0 1
Ran::g:k
Kettenregel a(Pfl a(Pfl a@fl . %% %
a ( ox1 0x» " 0xn (%0) 0y1 0y2 " O (00)

R

= Rang=<k

= dimTy, =k

b.)

Seien (@j,U;), j = 1,2 zwei Karten mit xo € U; N U,. Setze Dj := (p;l(Ul NnU,).
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VEKTORANALYSIS 2

Dann ist @;! o @, : D; — D; bijektiv.

)
=— (@10 (@7 o @2)) (20)

0
-1 ° )
= Z % (8 ((Plaz P2) (Zo))

j=1 yJ Jj-te Koord.
:YJ'
k
0P
= Z Aj e Ty,

ooy !

0 0

= {2, RG] e,

Betrachtet man @; ' o @, ergibt sich die andere Richtung und damit LH{...} = Ty,
[

4.8 Orientierung von Karten 1.) ZweiBasen {b.,...,b},{c1,...,c} eines k-dimensionalen
Raumes heifsen gleich orientiert, falls

M=

bj = XjiCi A det(aﬁ) >0

1

1
2.) SeiS € C'. Zwei Karten (@, U,) heifen gleich orientiert, falls
a -1 o 5) .
det <w(zo)> > 0 flir zg € D, (vgl. vorher)

(Vorzeichen der Determinante ist auf D, konstant, da stetig und immer + 0) X

Korrektur zu 4.1, Punkt3:SeC",m=1,fallsp; € C™ (j=1,...,N) und

Damit wird in 4.7 dim T, = k offensichtlich, da

0 0
T, LH{aq) (@ 1(x0)),..., 2 ((p’l(xo))}
N1
4.9 Orientierung von Mannigfaltigkeiten 1.) ZweiKarten (@1,U,), (@2, Us) heiffen kom-
patibel , falls Uy n U, = 0 oder falls sie gleich orientiert sind.
2.) Ein Atlas heifdt orientiert , wenn alle seine Karten paarweise kompatibel sind.

3.) Eine Mannigfaltigkeit S € C' heifit orientierbar , falls sie mindestens einen orien-
tierten Atlas besitzt.
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2.4 MANNIGFALTIGKEITEN

4.) Zwei orientierte Atlanten A(S), A(S) heifen kompatibel , falls A(S) U A(S) ori-
entiert ist. Dies definiert eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller orientierten
Atlanten von S. Jede Aquivalenzklasse heifit Orientierung von S.

X
4.10 Pl Beispiel 1.)
S:{t(i):0£t53}
3 ! 1
P1() =5+ (1], yeK{l)(0)=]—1,1[,U1=5Lt(%):0<t<3}
1

QJZ(y):zG), zelo,1[, U2=5Lt(i):05t<1}

Kompatibilitat? Uy n U, + 0

2
@il oa(z) = 321
d 1 2
dz (il o) = 3 >0
= gleich orientiert.
1

@3(z)=0B-2)|1], 26[0,1[,U3={t(
1

Kompatibilitdit? Us n U, =0 v

—

):2<ts3}

U30U1i0

2
Qrlops(z) = 36-2-1

d , 2
dz(% °@3) = 5 <0

= nicht gleich orientiert. Stattdessen:

1

@3(z)=B+2)|1], 26]—1,0],U3={t(
1

= (@1,U1), (p3,Us) gleich orientiert.

=

):2<ts3}

= A(S) = {(p};,Uj),j =1,2,3} ist orientierbarer Atlas von S.
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2.)

X3

S:{<§;):X12+X§:1/\05X351}

X3

X1 induzierte Orientierung

0S besteht aus zwei Kreisen. S ist orientierbar (ohne Beweis). Durch die Orientie-
rung von S wird eine Orientierung von S induziert.

3.) Mobius-Band: Nicht orientierbare Mannigfaltigkeit. ]

4.11 Definition Sei S € C! orientierbare Mannigfaltigkeit mit Rand der Dimension k >
2, A(S) orientierter Atlas. Durch die Konstruktion von 4.6 wird ein orientierter Atlas

A(0S) gegeben. Die dadurch definierte Orientierung von 0S heifst vertrdglich mit der
Orientierung von S.

Wir wissen: xo € 0S, xo € Uy N Us, (@1,U1), (@2, Us) € A(S) orientiert

~1 ° .
_ det(M) -0
0z
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2.4 MANNIGFALTIGKEITEN

Sei @ = @7t o ;1 (U, N Uz) — @7 (Up N U»). @ bildet Randpunkte auf Randpunkte
ab.

0 .
Yr(z1,...,2k-1,0) =0 = T[Wk(wgl(xo))=0, Jj=1,..., k-1
J

Y bildet innere Punkte auf innere Punkte ab.

0
Yr(zy, .oy 2k-1,2>0) >0 = aWk(@El(Xo)) >0

:>O<det(a—(’u):det
0z QWi oy Er7e
0z; 0z FEN

Nach dem Entwicklungssatz nach der k-ten Zeile:

o(Yy,..., )
0(z1,...,2k)

- (—1)“2—‘2‘ (92" (x0)) det ( ) (@ x0)

Zugehorige Karten (p, U;) des Randes 9S:
@i Viyees Vie1) = @ (Viy e, Ye1,0), U =Ujnds
Aus 4.6: {(P1,T1), ..., (B, Un)} ist Atlas von S. Es gilt

((fjfl ° ®Z)i(zlv---|zk—1) = (CPII o@2)i(z1y.v.y2k-1,0), 1= 1,...,k—-1.
e

(P1 o @) _ O(WYi,...,Pr1)
= det(a(zl,...,zk,1)> —det( (Z1yey Zko1) ) >0

= {(§1,T1),...,(@n, Uy)} ist orientierter Atlas von 5. X

42wl Beispiel S =K{?(0) < R2, 038 ={(X):x}+x5=1}

1) Sei (@, U):@ () =(3), U= K{?(0). Annahme: A(S) ist orientierter Atlas der
(@, U) enthalt.
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= vertragliche Orientierung von 0S im Gegenuhrzeigersinn.
Falls A(S) die Karte (¢, ) mit @ (X)) = (') enthalt, ist die vertragliche Orien-
tierung von 05 im Uhrzeigersinn. I€

2.5 Zerlegung der Eins

5.1 Definition Seiy € R"™ — R oder C (oder was anderes). Der Trdger (engl.: support) von
v

suppy = {x € R": @ (x) + 0}. X
5.2 Satz SeiM < R", {Oy: o € A} offene Uberdeckung von M. Dann existiert eine abzdhl-
bare oder endliche Menge {y; : C*(R" — R)} mit
i) VivxeR":0<y;(x) <1

ii.) V j:suppy; ist kompakt.

iii.) Vj3dx e A:suppy; € O

iv) VxeM:#{j:y;(x) #= 0} < oo.

v) VxeM:Yy;(x) =1

J

Die Familie {y} heifit Zerlegung der Eins beziiglich {O« : @ € A}. X

5.3 Satz Sei K < R" kompakt, M = R" abgeschlossen, K n M = (. Dann ist der Abstand
zwischen K und M definiert als

d(K,M) =inf{|x —y|:x €K,y e M} >0

und dieses Infimum ist ein Minimum.

BEWEIS Seien (x;) Folge in K, (y,,) Folge in M, |x;,, — y| — d(K, M).
K kompakt = x,, - x €K

= |n| < V0 = Xne | + Ixn, | = (Yn,) ist beschrénkt.

Bolzano-
S Yn, — Y E R™
Weierstral k

M abgeschlossen = y e M
= xeK,yeM,d(x,y)=£im|xnkl—ynk[|=d(K,M). [ ]
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2.5 ZERLEGUNG DER EINS

5.4 Satz 1.)

) e VX x>0
X) =
g1 0 x <0

= g1 € C*(R - R), g1 =0, supp(gi1) = [0, «[.
2.)

g2(x) =g1(1 —|x|?), fiirx eR"

= g» € C*(R" — R), g1 = 0 fiir x € R", supp(gz) = K{™ (0).
3.)

1
=————g(x), x€R"
d
Rf g2(x) dx

Dann zusditzlich

Jgs(X)dx =1.
Rn

4.) Seid >0,

1 X
gs(x) = ﬁgs (5) , X €R"

= gs € C*(R" = R), g5 = 0 fiir x € R", supp(gs) = K5(0), Igg<x)dx =1.

RN
5.5 Satz Sei O < R" offen, K = O kompakt. Dann existiert ¢ € C*(R" — R) mit p(x) =0
fiir x € R™, supp(@) < O, ¢(x) =1 auf K.

BEWEIS Sei
5 = %d(K, R\ 0) ¥ 0.

Setze K; = {x € R" :d(x,K) < 6}. Dann K;s < O, K5 abgeschlossen. Damit hat3
P00 = [ X6 () 9 = x) duty
gn
die gewiinschten Eigenschaften.
» P(x)=0 v
» supp(p) c {x e R":d(x,K) <26} <O v

1 xeM

3 =
X (X) {O sonst
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» x EK:@(x) = J 1-g[s<yfx)duyzjgg(y*x)duy:Jga(y)dyzl v
RN

yeKs veKs(x)cKs

» @ € C* (ohne Beweis) v [ ]

5.6 Satz Sei O < R" offen, K = O kompakt. Dann existiert O’ = R" offen und beschrcnkt
mitK <O <O’ cO.

BEWEIS Sei d = d(K,R" \ O) L0 falls O + R", 6 =1 falls O = R"™.

0" = J Kspp(x) = {x € R" :d(x,K) =< §/2}

xeK
O’ offen (Vereinigung offener Mengen)
= 1KcO u
O ={xeR":d(x,K) <5/2} cO

5.7 Satz Sei K = R" kompakt, {Oy,...,0On} offene Uberdeckung von K. Dann existieren
01,...,0y < R" offen mit

N
0;<0;, O beschrinkt, Kc|]oO;

J
Jj=1

BEWEIS

N
Ky =Kn (R” \ U Oj) ist kompakt.

Jj=2

N

Ki €0,,daK; n(R"\0;) =Kn [N R"\ O; = 0. Wahle O; < R" offen und beschrankt
j=1

mit K; € 0} € 01 € 0, (5.6).

= {0},03,0s3,...,0y} iiberdeckt K wegen

0 =Kin(R"\Op)

N
=Kn(R"\0})n (ﬂR"\oj)
j=2

N
Kmu&"\<0;uUR"\oj)

Jj=2

und O] beschrankt, O] € 0. Sukzessive O; durch Oj ersetzen = fertig. [ ]
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2.5 ZERLEGUNG DER EINS

BEWEIS VON 5.2 Fall 1:

M ist kompakt.

N
= Ja,...,ay €A:M < | Oy,
j=1

I N I
Wahle O&j c R" offen, O&j beschrankt, O&j c Oaj mitM c U O,Xj (5.7). O&j beschrankt
j=1
Borel
und abgeschlossen = kompakt.

= @q; € C™(R™ = R) mit @, (x) = 1 fir x € O_;XJ SUpPQPy; < Oy Poy; = 0.
Setze
N @y, (X)
Yi(x) = Naji
> Py (X)
k=1
= i.,ii.,iii.,iv.,v. erfullt. Es fehlt y; e C*(R" - R).

N
5.5 = Es existiert @ € C*(R" — R) mit ¢ = 1 auf My und suppp < U O&j. Setze
j=1

W;(x) = @) P;(x).

= 1i,ii.,jii.,iv.,v. erfillt und ¢; € C*(R™ — R).

Fall 2:
M ist offen.

Mj=={xeM:|x|sj/\d(x,[R”\M)z§}

Also ist M; kompakt und M = |J M;. Fur festes j:

JeN
{Oa mint(MjH) N (R" \Mj,z) X e A}
ist eine offene Uberdeckung von M; \ int(M;_1) = M; N R" \ M.

SSBIILZEEL T
5 ‘II"‘:’\X\:Q('/
4
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Nach Schritt 1 ist {¢/jx : k = 1,...,N;} eine Zerlegung der Eins auf M; \ int(M;_,).
Definiere

o Nj

o(x) =D, > wa(x).

j=1k=1

Nach Konstruktion gilt: Zu jedem x € M existiert eine offene Umgebung U (x), sodass
die Summe U (x) endlichist (x ¢ M = ji(x) = 0).

= o€ C”(R" - R)
AuBerdem o (x) = 1 fir x € M.

= {%wjk:jeN,lgkij}
ist die Zerlegung der Eins auf M.

Fall 3:
M < R™ beliebig.

McO:=J 0
xeA
mit {O4 : @ € A} Uiiberdeckt O. Wende Fall 2 an. ]

2.6 Integration auf Mannigfaltigkeiten

Definition Seil < k < n und {v,,...,vx} € R". Dann ist der k-Inhalt

aufgespannten Parallelepipeds definiert durch

1/2
VO (vy,...,vp) = (det((vl,...,vk)* . (vl,...,vk)>> X

kxn nxk

kxk
Bemerkung: 1.) Sei B = (vi,..., V).
B*B symmetrisch = det(B*B) = Produkt der Eigenwerte Aq,...,Ax
Fiir x € R¥: (B*Bx, x)gx = (Bx,Bx)gn = 0.
= A; = 0 (x ist Eigenvektor: 0 < (B*Bx,x) = A (x,x)) .
2.) k = n: (Es gilt det(A - B) = det A - det B und fir A hermitesch det A* = det A)

VO (v, vn) = (det (V. )™ - (U, ., o)D) Y?

= |det(vy,...,v,)|

N
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3.) k=1:

V() = (det(v* - v))"?

=\vi +...+ 2=V

4.) {vi1,...,v} linear abhdngig = Rang(vi,...,vr) <k.
= VR @,..., 1) =0

5.) Sei S eine C!'-Mannigfaltigkeit, (¢, U) eine Karte, xo € U, ¥y = @~ (x0),

(@) (Lv aﬁ)
oy oy’ 0

Dann ist
2 2 i
P\ (2@
(%) (32))]
der k-Inhalt der Parallelepipeds, das von den Tangenualvektoren Ty aa;; auf-
gespannt wird. -

6.3 Definition Eine Mannigfaltigkeit S = R" heifit kompakt wenn sie als Teilmenge des R"
kompakt ist. X

6.4 Pl Beispiel 1) S={x € R":x]+...+ X}, =1 AXps2 =...=xy = 0} ist kompakt,
k-dimensional, oS # 0.
2) S = {x € R": |x| < 1} nicht kompakt, oS = 0.
3.) S={xeR":|x| <1Ax, <0} kompakt.0S ={x eR":|x| <1Ax, =0}U{x €

"x|=1Ax, <0} 4

6.5 Definition Sei$§ kompakte, k-dimensionale C*-Mannigfaltigkeit mit Atlas A(S) = {(p;, U;) :
Jj=1,...,N}. Seien Oy,...,0y € R" offen mit Uj = O; N S, {Y1,...,Yn} Zerlegung der
Eins auf S beziiglich {O+,...,0On}. Fiir f € C(S — R) ist

dev(k) - z J W; f davk

UJ supp(y ;- f)cUJ

* 1/2
0Q; QW
Wi I @iy) [det((aiyf) (%}J))] dy

(oder auch Integral iiber v € K¥*(0)) X

T‘[\H/Jz

yeK(k)(O)

6.6 Satz Die Defintion [g f dV®) ist unabhdngig von der Wahl des Atlas, der O; und der
Zerlegung der Eins.
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BEWEIS Sei A(S) = {($;,U;):j=1,...,M} weiterer Atlas und {{Jy,..., s} entspre-

chende Zerlegung der Eins. Dann

ZZ J'q/ jfdyﬂk)

]:1UJ‘

N

) J Be- gy fave
J=10=17

N M N\ ‘ 1/2

:Z > J (@’#-er) (@(y)) [det(<%) <%)>] dv®

= N oy oy
yeqz;](Uij[)

—
<~

~.

Sei j, £ mit Ujn Ty # 0, @45 = Pro@j, @7 (U;nTp) — @7 (U;nTp) und &7} = @' o .

Seien nun z = ®;(y) und y = <I>[,j1(z).

Mz

M

> | (@ewsf) @@

14=1 —1 ~ —_—
ye@, (UjnUyp) $p(2)

op * op v
Jj o1 J

Nebenrechnung: @ = @y o ®y;

0@, ) @
- (al;"(y))=(ﬂ(¢e,(y))> (a“< >)
dp; * 0,
-on{(gil ()
0P o,
(o) () (8] ()
Py oPp oby; __ :
:det((a— ) (—Uz)))det(( ayJ@ffl(Z))))
3.\ (a3 \\ 1"
w3 [ e efun(() ()]
ze@ L Ww;nly)
00!
det( b (z))‘dz
0z

0P
det( b (<I>¢,1(Z))>‘
(,U

0wy favi

J

[
M=
M=

%

—
ES
Il

,_

[,

Po- fav®

I
—

Il
TM=
SZ«
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=Definition des Integrals J £ dv® mit Hilfe des Atlas A(S).
S

6.7 Pl Beispiel Sei D = Kk)(O) @ € C'(D - R"), @ : D — @(D) bijektiv, @~! stetig,
Rang(d, @) = k, S == (D). Dann ist S kompakte k-dimensionale C!-Mannigfaltigkeit.
Fur f € C(§ — R) gilt

* 1/2
_ ) (9P
Lde“‘) = L)f(cp(y» [det((ay> (ay>ﬂ dy <

2.7 Differentialformen

7.1 Vereinbarung Im Folgenden immer: S ist eine kompakte orientierbare k-dimensionale
C!-Mannigfaltigkeit mit orientiertem Atlas A(S) = {(®;,U;),1 < j < N} und passender
Zerlegung der Eins {Y1,...,Yn}. X

7.2 Arbeit Sein =3,k =1,F € C(S — R®). Die Arbeit ldngs S im Kraftfeld F ist gegeben
durch

A= J (F,to)dvV
s

wobei ty der Tangenteneinheitsvektor ist.

J W (F, to)dv

T‘Mz i Mz

wilp;(») <F((pj(y)) Ly)”> [det(((p}(y))* (@f,-(y)))]l/z i

e ()
Lyel=iig
vye]-1,0]
vye[0,1[
N
ijwy (ZFk<qu<y>><p,k<y>> dy x

73 Fluss Sein=3,k=2,V € C(S§— R3). Der Fluss von'V durch S ist definiert durch

F = J (V,no) dv®
S

106



VEKTORANALYSIS 2

wobei ny der Normaleneinheitsvektor ist.

N a . |
=> I lﬂj(@j(y))(vl(cpj(y)) . det (M)

3 a_y
vek{?(0)
vyek{®*(0)
_ (@, @jy,)
+ Va(@;(y)) - det <7ay
+Vﬂ¢ﬂy»-dﬂ<§g%%?@l>>dy ¥

7.4 Definition Sie O < R" offen. Eine Differentialform in O oder k-Form in O ist eine
Abbildung

k-dim. kompakten orientierbaren
w: -
C!'-Mannigfaltigkeiten in O

symbolisch gegeben durch
n n
= > D @i () dxy, Adxg, AL Adxg,
i=1  ig=1

ai,,..i, € C(S — R) mit

D; = K (0) oder @; = ( ) Eine 0-Form in O ist gegeben durch a € C(O — R) und

w(S) = Za(xj) = J w

Jj=1

w ist von der Klasse C™, falls a;, ..;, € C"™(O — R). Das bedeutet, w ist durch Vorgabe
der a;,,..;, definiert. X

7.5 Bemerkung: Die Definition von [ w ist unabhéngig vom Atlas und der Zerlegung der
Eins, falls der neue Atlas gleich orientiert wie der ursprungliche ist. -

7.6 Pl Beispiel Seienn =3,k=2,0 <R3,V &€ C(O — R3).

w = Vidxs A dxs + Vodxs A dx; + Vadx; Adx, = w(S) = Fluss von V durch 5¢

7.7 Eigenschaften: Seik > 2.
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1) Falls w = a(x)dx;, A...Adx; undi; = ip fiir ein Paar (j,¥) mit j + £. Dann ist
w = 0. Insbesondere dx; A dx; = 0.

2.)
dxip Ao Adx Ao A dX A A dXg,

=—dxy Aoadxi AL AdXG AL A dXg,

BEWEIS 1.) Sieht man direkt aus
det (a(‘Pil,---,CPik)) _0
oy

wobei die Spalten i; und i, gleich sind.

2.) Folgt aus: Vertauscht man in der Matrix A zwei Spalten, so wird det A mit —1
multipliziert. u

7.8 Lineare Struktur: Fur k-Formen w1, w;, und ¢, ¢, € R ist
(c1w; + 2w2)(S) = L(Clwl + C202)
= C1Lw1+Csz2=Clw1(3)+Czwz(5) -
7.9 Pl Beispiel w=1-dx;Adx, +1-dx, Adx; = w =0. I«
710 Definition Esseil = (ij...,ix) mitl <1i; <ip <...< iy <n.Dann heifit I wachsender

Index. Wir setzen

G = {I : I wachsender Index der Linge k}
dx;=dx; Ao Adxg,, mit]l = (iy,..., 1)

dx; mit I € G% heifit k-Grundform im R™. X

7.1 Satz 1.) Ist

w= > aj(x)dx;=0

Iegk)
so folgta; = 0 fiirl € g%,
2.) Jede k-Form w in O besitzt eine eindeutige Darstellung

w = z a;de

Iegk)

d.h. (a;:1 € GW®) sind die (Z) Koordinaten von w. Die Abbildung

w e~ (ar: 1€ G®) mitw => ardx;

ist bijektiv und linear.
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1) Ann: w = 0, aber a;, # 0 fir mindestens ein I, €

VEKTORANALYSIS 2

G® . Sei xy € O mit

a, (xo) # 0, 0.B.d.A. ay, (xo) > 0. Wahle 6 > 0 mit

arp(x) = %a,o(xo) > 0 fiir x € K5(x¢),Ks(x0) € O

Wwihle D = K¥(0).

k
Q) =x0+ 8. yeej,
=1
wobei Iy = {ji,...,jx} und ej, = (0,...,1,...,0)7. Dann ist @ (D) eine kompakte

orientierbare C*-Mannigfaltigkeit, dim k

= w(@D)) ¥ J > aI(w(y))det(aay ) dy

IEQ(k)

Seil € GM, I +1Ip,I=(i,-.

o ik)

- det(a(pl> =det<a((l)i],---,@ik)>
oy oy

@(y) =x0+6(Viej, + yoej, + ... + Vrej)
S i=jp
%9 _ dej, , insbesondere %9 _ L=
oye ‘ 0y¢ |0 sonst
0y, @i aychil
= det : : =0
ayl Piy ayk(Pik
AuRerdem
6 0 ... 0
0 o 0
det (aq”“) = det| . ="
oy : :
0 0 o
1
= w(e@D))=0+...+0+ JD ap(@(y))-6"dy = §“Io(x0)5" L) 1dy >0
z w(S) =0 far alle S.

2.) Die Eindeutigkeit folgt aus 1.). Existenz: Forme alle Summanden dx;,, ..

.,dXik =

(=1)dx;, I € G® um und fasse gleiche dx; zusammen. n
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2.8 Rechnen mit Differentialformen

8.1 Multiplikation 1.) Sindk,l =1 undk + 1 <n und

w = Z ajdXI, wy = z b]dX]

Ieg® Jeg®

So ist

w1 A Wy = Z Z (a;bj) dX] A de

1eGg® jeg®
dx,v1 /\---/\dxik /\ulxj1 /\dle

eine k + l-Form, das Produkt von w; und w-.

2) ImFallk =0, w, = f definieren wir

w1 AN Wy = z (f'bj)dX] X

JeG®

8.2 Satz Es gelten Distributiv- und Assoziativgesetz:
(w1 + w2) AWz =W A W3 + Wr A W3

wl/\(w2+w3):w1/\w2+w1/\w3

wi A (W2 + w3) = (W1 A wW2) A W3 X

8.3 Differentiation 1.) Falls w = f eine 0-Form der Klasse C' in Oy ist, dann heifit die
1-Form

dw =df = > (0x.f)dx;
i=1
heifit Ableitung von w.

2) Falls k > 1 und w = 3 jcgw aydx; eine k-Form der Klasse C' ist, heifit die (k +

1)-Form
dw = > dayAdx;
]Eg(k)
n
= > D(dyay)dx; Adx;
Jegk i=1

heifit Ableitung von w.

Insbesondere ist also fiir eine k-Form w der Klasse C™ die Ableitung dw eine (k+1)-Form
der Klasse C™1, X
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8.4 M Beispiel 1) Sei O = R", w = f € C'(R" — R), dann ist

w = Z(axlf)dxi

i=1

Sei S = ¢([a,b]) eine 1-dimensionale C'-Mannigfaltigkeit (vergleiche 6.7), dann
ist

dew(S) = . —
@) Le[a,b] (Z( SN ED) )ﬂ;)
-3

= f(d) - f(p(a))
und fiir den Rand, also der 0-dimensionalen Mannigfaltigkeit § = {¢p(a), p(b)}
w(8) = f(p(a) + f(p(b))

2.) Sei O =R3,V € C}(R?® - R3) und

w = Vidxs A dxs + Vodxs A dx; + Vadxg A dxs
= Vidxy A dxs — Vodxs A dxp — Vadx; A dxo

Aus 7.5 wissen wir
w(S) = J (V,ny)dv®
N

also

dw = dV1 A dXz A dX3 -Vo A dX1 A dX3 + dV3 A dX] A dXz
= (8X1V1)dx1 A dXz A dX3 - (aXZVZ)dXZ A dX1 A dX3 + (ax3V3)dX3 A dX] A dXz
= (0x, V1 + 0x, V2 + 0x; V3) dx1 A dxz A dxs

~
=divV

Fir eine 3-dimensionale, kompakte, orientierte Mannigfaltigkeit S = (i)(Kl”(O))

dos) = [ do= [ diw(p)) detiidy

+ J divV (x)dx ]

s=¢p(k>(0))

8.5 Satz 1.)

d(w; + wy) = dw; + dw>
d(cw) = cdw
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2.) Sei w; eine k-Form und w- eine l-Form, jeweils der Klasse C'. Dann gilt die Pro-
duktregel:

d(w; A W) =dw;y A s + (—D*w; A wo

3.) Ist w von der Klasse C?, so gilt die Poincare-Identitdit:
d’w =d(dw) =0
BEWEIS 1.) Nachrechnen

2.) Sei w; = a(x)dx;, w2 = b(x)dxy, also w; A w2 = (a(x)b(x))dx; A dx;, mit
IeGg®undJeg®.

3.) Daraus folgt:

d(w; A wy) =d(a(x)b(x)) Adx; Adx;

n
= > (6x,(a-b)dx; ndx; Ady

i=1

n n
=b > (Sy@)dx; Adx; Adxy+a) (5xb) dxi Adx; Adx;
—_—

i=1 i=1
=(-Dkdxjrdx;

PLMBOMK (N (5, bYdxi A dxy) A bdxy + (~D*adx; A (S (8xb)dxi A d:

i=1 i=1

=dwi; A wy + (=1)*w; A dw>

4) a) Fall: w = f € C?(0 — R) ist O-Form. Dann folgt dw = 31" (8, f)dx;

=

d(dw) = > (6x.f) Adx;
1

1]
M=
M=

5xj(5xjf) dXJ' A dxi =0
1 j=1"———
:6xl(5xjf)

-
Il

Hierbei kommt jeder Summand ein Mal mit plus und ein Mal mit minus vor.
Beachte, dass
0 ,fallsi=j

ax;j ndx; = o
: —dxiAdx; , fallsi=j

b.) Fall: 0O.B.dA. w = ajdx;,J € G® = w = a; A dx; dann folgt mit der
Produktregel

dw =daj; Adx; + (-1)%a; d(dx))

=0
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dies gilt offensichtlich nach Definition, denn

d(dxy) = d(1 - dx;) = S (85, 1)dx; A dx;

i=1

Nochmaliges Anwenden der Produktregel unter Betrachtung von Fall a) und
Vorherigem fihrt zu:

d*w = d?a; Adx; + (-1)'da; A d*x; = Ovorh. = 0 [
=0Fall a)

Definition Sei S k-dimensionale C'-Mannigfaltigkeit (k > 2) mit Rand und orientiertem
Atlas A(S) = {(¢1,U1),..., (¢pn, Un)}. Im Unterschied zu 4.4 sollen als Definitionsberei-
che fiir die ¢ ; zugelassen sein: K{k)(0) oder K{¥'~(0) := {y € K{¥(0) : 1 < 0}. Sei A(S)
so sortiert, dass 1, ..., pr auf KX~ (0) definiert sind und ¢y, ..., px auf KX (0). Dann
ist

A(3S) := {(p1, T1), weny (Pr, Up)}

Mit (Y1, ey Y1) i= P;(0, 1,y pi1) und Uj := U; 0 8S = b, (KK (0)) ein orien-
tierter Atlas von 6S. Die so definierte Orientierung heifst vertrcglich zur Orientierung
von S. Ist {1, ..., Yn} Zerlegung der Eins passnd zu A(S), so {1, ..., 1} Zerlegung der
Eins zu A(6S) und es gilt [ w = Zle lg; wi - w fir jede (k - 1)-Form w. X

Satz von Stokes Sei O C R" offen, k € {0,...,n — 1}, w eine k-Form der Klasse C' in
0, S c O kompakte orientierte C?-Mannigfaltigkeit der Dimension k + 1. Dann gilt:

J w=de
5 s

falls S, 6S vertrdglich orientiert wird. X

BEWEIS 1.) Es gelte 0.B.d.A

w=alx)dx; Jeg®
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2.) Lokalisierung: Sei A(S) orientierter Atlas, sortiert wie in 8.6.

N
dw = J d
JS @ ]:Zi Uj (’UJ ©

n N
ZZJ v, (Wia)dx; A dx;
i=1j=1"Uj

n

1j=1

Z I (O, pj)axx; A dxy
Uj

1

v

N
Js( Zaxl(l/j) adxindx;y
Jj=1

[ S}
ox; ijzaxi]:O

N
= J; JUJ d((,U,(U)

Wir zeigen jetzt

I Aly;w) = Joj-vjrs Wi 1<j<L
U, J 0 L+1<j<N

Dann gilt, da {1, ..., Y.} eine Zerlegung der Eins ist fiir 05 mit Altas {((i)j, Uj),1<
J=L}

L
Jyteo=3], w0

3) Sei j = {1,...,N} fest, ¢; = (g1,...,gn), D = K"V (0) falls 1 < j <L, D =
K**V(0) sonst. Also

i = S . ) gi.97)
Ljd(w,w i:zlLEDaX,w‘,a)(cp,(y)))det( 191)) gy

Entwickeln der Determinante nach der ersten Zeile ergibt

n k+l
0(Giy, -+ Gir)
= -1 k“j Ay, (Wa) (j (1)) 2t -det( 1 K
Z”Zl< ) o B (Wi (5 ()5, () ST
e
k+1
=S D awia 0 ) () det.dy
=1 yeb
kel Yi=+1-1yD|2 oder y; =0 falls 1 < j < L
= Z(_l)mj J — cdydy®
=1 yWekF(0) Jy=—1-1yD 2
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Integriere jetzt partiell und beachte: (y;a) o ¢ = 0 fur y; = =1 —[y¥]2 da

suppy; < U;. Aulerdem Zﬁf(—l)l“ayl(det(. ..)) = 0 (Nachrechnen).
0
= 0=, (k& 0) o Oy a9
fﬁj Yyw = (=1) fymeKik)(O)((l/ja) o ¢;(0,y") det( 3y )dy

8.8 Bemerkung: 1) ImFallk =0,w = a(x),S = ¢([x,B]),0S = {Pp(x),P(B)}. Nach
8.4:

2.) Satz von Stokes gilt auch fir S = _O, d.h. § ¢ O nicht notwendig.
3.) Folgerungen

a.) Der Satz von GauR-Ostrogradski: Sei f € C'(O — R™).
J V. fdvm = J (f,mg)dvn-b
N 0S

Setze dazu w := X7 (fjdx1 A ... Adxj 1 AdXja Ao Adxy)

b.) Klassischer Satz von Stokes: Sei S C R?® eine Mannigfaltigkeit der Dimension
2und f € C'(S — R?), dann gilt

j (V x f)av® — J (f. to) VD
S oS

Setze dazu w := fidx; + fodx, + fdxs. -
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GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

3.1 Funktionalanalysis

1.1 Definition Sei (B, +, -) ein linearer Raum (d.h. ein Vektorraum) und || - || : B — R eine
Norm (d.h. |ull =0, [ull =0 <= u=0,llu+v| < lul + vl und [leu|l = [x|l|wll).

Ist B volistcindig, d.h. jede Cauchy-Folge (ay)ren € B konvergiert gegen einen Grenzwert
in B, so nennt man B mit der Norm || - || Banachraum. X

1.2 Pl Beispiel 1.) Die komplexen Zahlen mit der p-Norm

Bi=C"  fulli=(wl” +--+|ual")?  1<p<o

2.) Sei B = C([a,b] — C) mit der Norm

£l = max | £(x)|

zB. I3 = f: | f(x)|?dx, dann ist B kein Banach-Raum (Der Raum ist zwar nor-
miert, aber nicht vollstdndig; ohne Beispiel).

3.) Definiere
LP(I) := {f:lﬂ (C:fmessbar/\I |fl1Pdu < oo}
1

fir ein Intervall I ¢ R. Dann bildet L? (I) mit der Norm

1
P
11y = (] 1717 an)
(Identifiziere f, f, falls i 1f = Fldu = 0) einen Banachraum. I«
1.3 Satz: Banachscher Fixpunktsatz Sei B ein Banachraum, ) + D C B mit D abgeschlos-
sen und F : D — B eine Kontraktion, d.h.
3q € [0,1[ Vx,y € D: [[F(x) - F(¥)ll < qllx - ¥l

mit F(D) c D. Dann gilt

1.) Es existiert x € D mit F(x) = x, d.h. die Abbildung F hat genau einen Fixpunkt
x eD.



3.2 BEISPIELE

2.) Ist xo € D und x,, := F(x,,_1) flirn € N, so gilt
Xn — X n— oo
mit der Fehlerabschdtzung
qn

lxn — x|l < 1 1 = xoll

BEWEIS 1.) Eindeutigkeit: Seien x, y zwei Fixpunkte, dann ist
lx =yl =1F(x)-F)Il <qlix -yl
wegen q < 1 folgt ||[x — y|l =0, also x = y.
2.) Wegen F(D) C D ist x,, fiir n € Ny wohldefiniert.
Zeige zundchst
Ixn1 = xnll < g"1x1 = Xoll
induktiv.

Fiir den Rest (1.4) siehe Numerik (wurde dort schoner bewiesen). [ |

1.4 Bemerkung: Es lasst sich ebenfalls zeigen:

lxn — x|l < Ixn1 = xnll -
1

3.2 Beispiele

3.2.1 Tee
Beschreibe y(t) die Temperatur des Tee’s und y, = const. die Aullentemperatur. Es
gilt folgende Differentialgleichung
y'(t) = -K(y(t) = ya)
Die Losung lautet
V() = ys+ce Kt teR,ceR
Probe:
¥ =c(-K)e Xt = —K(ce™®") = ~K(y(t) — ya)

Die Losung ist erst eindeutig, wenn z.B. y(tg) = Yo vorgegeben wird (Anfangsbedin-
gung).

2.1 Definition: nicht-formale Beschreibung Eine Differentialgleichung ist eine Glichung
fiir eine gesuchte Funktion 7y, in der auch die Ableitung(en) von y auftreten. Sie heifst
gewohnlich, falls keine partiellen Ableitungen auftreten, sonst partiell X
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3.2.2 Separierbare Differentialgleichungen

Seien If,I, C R Intervalle und f € C(If — R),g € C(I; — R). Gesucht ist ein Intervall

IcRund y € C'(I — R), sodass

= f(x)g(y)

Die Variablen sind also separierbar.

a.) Falls g(y) in y, eine Nullstelle hat, dann existiert die konstante Losung:

y(x) =

Alle Nullstellen von g(y) reprdsentieren also konstante Losungen.

b.) Sei y € C'(I — R) eine Losung mit g(y(x)) # O fir x € I. Forme y'(x) =

f(x)g(y(x)) um und betrachte die Stammfunktionen:

yx)
9(y(x))
= Gy(x)) +c:= J ﬁdy = gj(/y((x)

= G(y(x))

da G’ =  # 0 ist G injektiv und lokal umkehrbar.

= y(x) =

Merkregel

ay _
dx = f(x)g(y)

Alle y nach links, x nach rechts und Integral davor:

g<y) Jf(

2.2 Pl Beispiel Sei folgende Differentialgleichung gegeben:

Y’ = cos?® y cos x

= fx)

If(x)dxf F(x) + ¢ F

=F(x)+

G ' (F(x) +c¢)

a.) Die konstante Losung ergibt sich fir cos? y = 0, also sind alle Funktionen der

Form
y(x)=(n+3)m nez

konstante Losungen.
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b.) Firy = (n+ %)TT ergibt sich nach der Merkregel

dy
cos?y

= J cos xdx

< tany =sinx +c¢

< y =arctan(sinx + ¢) + nm
Die Losungen sind demnach alle Funktionen der Form
y(x) = arctan(sinx + ¢) + ntm ceRnez
Beobachtungen » Durch jeden Punkt (xo, yo) geht genau eine Losung:

y(x) = arctan(sinx + tan y, — sinxy)

=c
falls -3 < yy < 3.

Jede Losung ist auf ganz R definiert: globale Losung.

v

» Fur festes x; € R hangt y(x;) stetig von (xo, Vo) ab.
» Die Losungsvielfalt ist durch die Parameter ¢ und n beschrieben.

» Die Losung ist eindeutig durch die Anfangsbedingung

y(x0) = »o

vorgegeben (fiir gegebenes x,, o).

2.3 Pl Beispiel Seifolgende DGL gegeben
y’ = (yz)%
a.) Die konstante Losung ergibt sich als

y(x)=0
b.) Fir v > 0 oder v < 0 ergibt sich nach der Merkregel
3y% =Id—3; =de=x+c
y?
fir x > —c im Fall v > 0, und fir x < —c im Fall v < 0. Es ergibt sich dann

_ b 3
y(x) = 27(x+r:)
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Beobachtungen Fir y, + 0 geht durch jeden Punkt genau eine Losung: (jetzt exempla-

risch fir y, > 0):

1 , 1
y(x) :E(x+c)5 c=3y5 —xo

Dies ist wegen der Bedingung x > —c keine globale Losung (lokale Ldosung).

Setzt man diese Losung fest zu einer globalen Losung, geht die Eindeutigkeit verloren.
Man kann beispielsweise den unteren Ast an einer beliebigen Stelle v < 0 ansetzen:

=x3 x>0
Yr(x) =40 r<x<0 Vr <0
=(x-71)3 x<r

Insbesondere gehen durch (xy,0) beliebig viele Losungen.

3.2.3 Systeme von Differentialgleichungen

Sei A € R™™" gegeben. Gesucht ist y € C'(R — R") mit
y' =Ay

ausgeschrieben ergeben sich

Yi=any1 +any:+- -+ adim¥n

Yp = AmY1 + AnaY2 + -+ AnnYn

also n gekoppelte Differentialgleichungen.

Fall 1: vy, ..., v, bildet eine Basis aus Eigenvektoren: Av; = Ajv;
die Losung als

n
Y(t): Z eMtv; .., cn€R
denn

’

y:

M:

cjdjelity; = Zc, NEAv; = Ay (t)
1 Jj=1

J

Die Eindeutigkeit ist durch Anfangsbedingungen gegeben:

v (to) = Yo to € R,y € R"

Dann ergibt sich
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3:2

BEISPIELE

damit gilt

n

D ciehou; = v

j=1 ——

=d;

Die d; existieren und sind eindeutig, da {vi, ..., v,} Basis ist. Also existieren auch die

Cj = e""ftodj
und sind eindeutig.
Beobachtungen » Es existiert immer eine globale Losung.

» Die Losungsgesamtheit ist durch n skalierbare Gleichungen gegeben mit Parame-
tern ¢ e

» Die Eindeutigkeit ist stets durch die Anfangsbedingung gewahrleistet.
» Fur festes t € R hangt y (t) stetig von (to, yo) ab.

» Der Losungsraum ist ein reeller linearer Raum mit Basis

{t — et [t —eMly,}

Fall 2: sonst Bilde die Jordan-Normalform:

J=T1AT
beispielsweise
Ay 10
J=10 A 1
0 0 A

Setze u(t) := T~'y(t) fiir eine Losung y(t). Dann ist
w () =Ty (t) =T 1Ay (t) = T *ATu(t)
Also
v =Ay = u =Ju

Wir kénnen also statt vy’ = Ay das System ©u’ = Ju berechnen und anschliefend zu-
ricktransformieren. In unserem Beispiel:

=AU + U

RS
!

U, = +)\1u2 + U3

Uz = +A1u3
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Die Losungen sind gegeben durch (gehe Blockweise von unten nach oben vor und nutze
die umgekehrte Produktregel):

At

U3z = C3e
_ Art At
Uy = Cpe’l” + c3te
t2
up = creMt + cpteMt + cgge’\lt

Riucktransformation ergibt dann

y(t) = Tu(t)

3.2.4 Differentialgleichungen héherer Ordnung

Seien ay, ..., a,-1 gegeben, gesucht ist y € C"*(R — R) mit
YV'=an Yy -t ay +agy

Setze dazu

U=y U=y Uy 1= ynD

Es ergibt sich im Beispiel fiir die DGL

yo =Yy

’ p—
Uu, = Uy
u, = U3

uy=y" =y =uy

Lose dieses System und setze dann
y(t) :==u(t)

Die Eindeutigkeit ist durch die Anfangsbedingungen
y(to) =x0, Y (to)=x1, ') =2

gegeben.
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3.3 EXISTENZ UND EINDEUTIGKEIT
3.3 Existenz und Eindeutigkeit

3.1 Definition Sei B ein Banachraum.

1) Sei f: R D> D — B mit Hdaufungspunkt x in D. f heifit differenzierbar in x, falls

‘f(X+h) - f(x)
h

Hf’(x)eB:‘ —f’(x)H—»O k—-0,x+keD

2.) Flir —oco < a < b < o heifit

Z(la,b]) = ((Xo,---,XMZ), (51,---,@\1(2)))

mita = xo < x1 <... < Xniz) = b und&; € [xj_1,x;] eine Zerlegung von [a, b].
Weiter heifst

N(Z)

Sz(f) =D FEN(xj—xj-1)
j=1

Riemann-Summe. Definiere die Feinheit von Z als

6(Z) = max (x;—xj-1)
1<j<N(2)

f :[a,b] — B heifit Riemann-integrierbar, falls
AreB:|IS.(f) I -0 6(Z) -0

schreibe
b
I:= J f(x)dx X
a
3.2 Korollar: Folgerung Fiira < c < b gilt

J:f(x)dx + Lbf(x)dx = Lb dx X

3.3 Satz Wenn f:[a,b] — B stetig ist, dann ist f Riemann-integrierbar.

BEWEIS Zeige: falls 6(Z),6(Z’) < 6, dann ist [|Sz(f) — Sz (f)|l < &. Fur jede Folge Z,
von Zerlegungen mit 6(Z,,) — 0 (n — o) gilt dann.

1.) (Sz,(f)) ist Cauchy-Folge in B, also konvergent.
2.) I:=limy_« Sz, (f) ist unabhéngig von der Folge (Z,).
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Sei € > 0 vorgegeben und Z, Z’' zwei Zerlegungen. Definiere

7 ((X(’)’, O W ¢ 51'\;(2)))
durch

(X0, XNzt = X0, XN P U X, - XN ) &/ € [xj_,,x} ] beliebig
Benutze

1S2(f) = Sz (O = WS2(f) = Sz (O + 1827 (f) = Sz ()]

N(Z) N(Z'")

1S2(f) = Sz ()l = ) (x; —xj-1) Z SEN T =x7)

N(Z'") N(Z'")

x{ )= > FEN] —x7)
Jj=1

Dabei ist J(j) so definiert, dass [x}_;,x7 ] C [x;()-1,X;(» ], d.-h.

J(j) ::min{ke N:x7 éxk}

N(z'")
< > IfE) - f( g/ M) = x1)
Jj=1 —

Elxy()-1X10)]

Da &) — &/ < 8(Z) und f gleichmiRig stetig (f stetig und [a, b] kompakt), ist

" £ .
ILf i) = FEDI < 2b—a) fir 6(Z) < &

Nz
z (X// X &
T2
=b-a
Verfahre analog fiir den anderen Teil, dann ergibt sich

1S2(f) = Sz (H)Il < % + % —e  8(2),8(2) <8

3.4 Satz Wenn f :[a,b] — B stetig ist, dann gilt

Lff(x)dxH < jb If (o) lldox

2
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BEWEIS Schreibe

b
f(x)dxH = lim 15200l

N(Z)

z f(g_})(x_]xj 1

i

6(Z) 0
N(Z)
=limsup > [If(E)I(x; — x5
8(2)-0 ;5
=Sz(FIN—=I2 £ (0 lldx
b
=J 1L () lldx -
a

3.5 Satz: Hauptsatz Sei f : [a,b] — B stetig und F(x) := f fEdE@=<x<b).
Dann ist F differenzierbar und

F(x)=f(x) a<x<b

BEWEIS Fiir h > 0 betrachte
+ X fxoag

[ e —Foon T | = |1 Lm(f(E) - Foond]

—[X*M £(£)dE (Additivitit Integral)

1 x+h
SEL IF(E) - f£(x)ll dE

<¢ fiir |E-x|<h<é da f stetigin x
1 x+h
- edE=¢
h L ¢

fir h < 6. [ ]

IA

3.6 Korollar: Folgerung Falls G € C'([a,b] — B) und G’ = f (G Stammfunktion von f),
dann ist

(G-F) =0
Also (ohne Beweis) G = F + ¢ mit ¢ € B. Damit ist das Integral
b
[ feoax =k - k@
a

=G(b) —c—-(G(a) —c)
=G(b) - G(a)

unabhdngig von der Wahl der Stammfunktion. X
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3.7 Satz: Picard-Lindel6f Sei (B, | - ||) ein Banachraum, (xo, yo) € RX B, I = [xq —¥,Xo +

r] C ReinIntervallundD := {y € B: ||y —yoll <R} fiireinR € R. Sei f € CUXD — B)
mit

IL>0V(x,y),(x, ) €eIxD:|f(x,y) - fx, 9 <Ly -l

d.h. f erfiillt eine Lipschitz-Bedingung beztiglich zwei Variablen. Weiter seien

1 R
M := = mind —, =
?l).(lé)||f(x,y)||<00 1) mln{ZL,M,T}

Dann existiert eine eindeutige Losung y von

v e CH[xo—68,x0+ 6] — B) (3.1)
A YI(x)=flxp(x) Xxo-0=x=<Xx0+96 (3.2)
A Y (X0) = Yo (3-3)

BEWEIS 1.) Formuliere eine dquivalente Integralgleichung. y ist genau dann eine
Losung von (3.1), wenn

yeCxo—8,x0+ 8] =B A y<x>:yo+j FEVENE (3.4)
X0

mit [7 ... = ["... falls x < xo.
BEWEIS (3.1) = (3.4)

Integriere die Differentialgleichung in (3.1):

[ v@ag= | revomdeyeo -y = fEveoa
X0 X0 — X0

=20
(34) = (3.1)

SF(&,v(&)) ist stetig in €. Nach dem Hauptsatz ist ' = 0 + f(x,y(x)) mit '
stetig. Flir x = xq in der Integralgleichung: v (xq) = yo + 0. [ |

2.) Zeige, dass (3.4) eine eindeutige Losung besitzt.
BEWEIS Sei (B, - [|7) := (C([xo — 8,x0 + 6] = B), | - |l») ein Banachraum und
D:= C([xg—0,x9+ 6] - D)

(abgeschlossene Teilmenge in B) Definiere T: D — B:y — F(y) durch

FO)(x) = yo + J F(E v (E)dE
Xo

~
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a.) F(y) ist stetig und

3.4 x def §
IF o =yl | [ 1FE @)1 dg| <M - 1x = xol < M- 5" R
S P
Also F(D) < D.
b.) AuBerdem ist D = 0, denn ¢ € D fiir ¢(x) := y,.
c.) F ist eine Kontraktion.
X
1F0) - F@ e = swp ||| (r&v@) - re 5 @) ag
X0-0<X<Xx0+0 X0
X
= s || e y@ - res@)) ae|
X0—-0<X<x0+0 X0 -~
<LIy -7 @I<LIy -l
<Lly -l - Ix - xol
<5
Ls<h ] .
< 3 ly — ¥l
—
=q
Der Banachsche Fixpunktsatz besagt jetzt
JyeB:F(y)=y
also y € C([xo — 6,x0 + 6] — B) und aus F(y) = vy ergibt sich
X
Yo+ | fEy(E)NAE =y(x) n
X0

Die Aquivalenz zur urspriinglichen DGL liefert somit den Beweis dafiir, dass die Losung
eindeutig ist. [ |

3.4 Lineare Differentialgleichungen

4.1 Definition Seil C R ein Intervall, A € C(I — [R"Z), g € C(I — R™). Die Differentialglei-
chung

¥y =AX)y +g(x)
—_—

=R(y)

fiir die Unbekannte y € C'(I — R) heifit lineares System 1. Ordnung. Fiir g = 0 nennen
wir es homogen, sonst inhomogen. X
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4.2 Bemerkung: Anwendung von Picard-Lindelof auf obige Differentialgleichung mit y (x) =
Vo (fur vorgegebenes (xo,yo) € I X R"), B := R", D = R" und Lipschitzbedingung
Lf(x, ) = fO, P = A (v =)l <clly = Pl

fiir x € K ¢ I mit K kompakt.

Der Satz liefert also eine lokale Losung ¢ := y € C'([xo — 7,Xxo + ¥] — R™). Erneute
Anwendung mit Anfangsbedingung v (xo + 7) = ¢p(xo + v) liefert die Losung

Yi=yeCl([xg+7 —7,X0+7 +7] - R")

Zusammenkleben der Losungen liefert

bd(x) Xo—-rv<X<X0+7V
y(x) =

PY(X) Xg+VY <X<Xo+V+T

Dieses v ist stetig auf [xo — 7, xo + ¥ + 7]. Weiter ist ' stetig auf dem selben Intervall,
da

P (xo+7) =Alxo +¥)P(xo+7) +g(xo +7)
=AXo+1rIP(xo+7)+g(xo+7)

=y (xo+7)
Als ist dieses y € C'([xo — ¥, x0 + ¥ +¥'] — R") eine Losung von
Y =AX)y+g9(x) A y(x) =X
Die Fortsetzung ist so lange moglich, bis v € C'(I — R") (ohne Beweis). -
4.3 Satz 1.) Homogener Fall (g = 0):
a.) Die Menge der Ldsungen
Lrom=1y eC'(I—-R":y =A(x)y)

bildet einen Untervektorraum von C'(I — R") der Dimension n. Fiir festes
Xo € 1 ist

Pxo * Lpom — Rn:y'_’PXoy = y(x0)

ein Vektorraum-Isomorphismus. Eine Basis von Ly, heifit Fundamentalsys-
tem (auch im Fall g + 0).

b.) Fiir n Losungen y1,...,Yn € Lnom Sind dquivalent:
i.) {¥v1,..., Y} ist ein Fundamentalsystem
ii.) Vx el:W(x):=det(y,(x)...yn(x)) = 0 (Wronski-Determinante)
iii.) dxg €1:W(xp) # 0.
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2.) Inhomogener Fall (g + 0):

a.) Die Menge der Losungen Lip.m bildet einen affinen Unterraum von C'(I —
R™)

Linhom = {y € C'I = R": ¥ = A(x)y + g(x))
Ist Ypart € Linnom eine beliebige, aber fest gewdhlt (partikuldre Losung), so gilt

Linhom = Ypart + Lhom

b.) Nutze Variaton der Konstanten: Ist {y1,..., Y,} ein Fundamentalsystem, so
ist

Y(x) =c1(xX)y1(x) + - - -+ cp(X) yn(x)

genau dann Losung von y' = A(x)y + g(x), wenn

¢
cn+tcm=g = (m - )| i]|=4g
det(...)=W (x)#0 o
c
) -1
S EI IO
!

BEWEIS 1.) a.) Nach 4.1 ist Loy, # 0. Seien y, ¥ Losungen von v’ = A(x)y und
o, B € R, dann ist fir u = xy + By

u =oy + By =cAy +BAY = Au

und damit U € Lpom. Damit ist Lyom Untervektorraum. Die Abbildung P, ist
linear und wohldefiniert, da die Lésung der DGL eindeutig.

b.) Py, ist ein Vektorraum-Isomorphismus, da
{y1,...,¥n} lin. unabhingig < {Px,)1,...,Px,¥x} lin. unabhingig
<= det(y1(x0) ... ¥n(x0)) = W(xo) =0
2) a) Zeige Ypart + Lhom € Linhom- S€i Y € Luom, U 1= ¥ + Ypart, dann ist

U=+ Yo =AY + AVpa + g = AU+ g

also 1 € Linhom-

Zeige Linhom C Ypart + Lhom- Sei U € Lighom, Y 1= U — Vpart, dann ist
Y =Au+g - (Aypan +9) = Ay

also ¥ € Lpom und damit u = Ypart + Y € Ypart + Lhom-
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b.) Setze y(x) = c1(x)yi1(x) + - - - + Cn(x)Vy(x) in die DGL ein:

n n
Y =Dy + ey = Alx) ( > ijj) +g
i-1 j=1
n

= DY+ D cyi= D ¢ AX) Y +g
Jj=1 —

j=1 j=1 -
Yj
n
b
= > CiYi=49 u
Jj=1

4.4 Definition Seil C R ein Intervall und ao,...,a,-1,9g € C(I — R). Dann heifst
YWt an "Vt ay tay =g

fiir die Unbekannte vy € C"(I — R) lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung. Fiir
g = 0 nennen wir sie homogen, sonst inhomogen. X

4.5 Bemerkung: 1.) Sei ¥y € C"(I — R) eine Losung von obiger DGL, u; = y,u; :=

Y, ... up =" D dann ist
Y U2
¥y Uus
W . _ .
Yo U
ym —An-1Up = An-2Un-1 =+ + = — AoU1 + g
0 1 s 0 0
I 0 |.|:
0 0 0 1 0
—dap —ar - —An- Y

2.) Ist umgekehrt u € C'(I — R") Losung von obigem System und y := u,, dann lost
y € C"(I — R) die urspriinglich lineare DGL n-ter Ordnung. -

4.6 Korollar: Folgerung 1.) ImFallg = 0:
a.) Die Menge der Ldsungen
l:ham = {y S Cn(I g R) . }

bildet einen linearen Unterraumvektor von C"(I — R) der Dimension n. Die

Abbildung
¥ (x0)
y'(x1)
Pxo:Lhom_’IRn:y’_’Pxo(y):: :
™D (x)

2
ol
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ist ein Vektorraum-Isomorphismus. Eine Basis von Ly, heifit Fundamental-
system.

b.) Fiir y1,...,Yn € Lpom Sind dquivalent

i) {y1,...,yn} ist Fundamentalsystem
ii.)
yx) - yax)
Vx el:W(x) =det : : +0
v (x) - pinD(x)

(Wronski-Determinante)
iii.) Ixpel:W(x) +0
2.) Im inhomogenen Fall (g + 0):
a.)
Linhom = Ypart + Lnom
wobei Vyart € Linnom beliebig aber fest gewdbhlt.
b.) Variation der Konstanten: Ist {y1,..., Yy} ein Fundamentalsystem, so ist
Y(x) = c(x)y1(x) + - - - + cn(X) Yn(x)

genau dann Losung dev DGL, falls

1 1 1 0
i i i 0
c . + ¢ . +Cy . =
Y Y Y g
o y1(x) o Ya(X)
i T A %
c’ ym Dixy ... (n-1) 0
n . 1 n ) g

det(... );W(x)¢0

4.7 Pl Beispiel Gegeben sei
xy" +2(x+ 1)y +2y =1-e%
Forme in passende Form um:

2 1-e2x
"2+ Ly sy —m—
y 1+3)y oty X

Die Losung existiert auf I = (0, o) oder auf I' = (—o0, 0)
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1.) Lose zundchst das homogene System. Der Ansatz y = x* liefert ein Losung

760 =

fiir x € I. Der Ansatz von d’Alembert:

1
y(x) = C(x);
fiuhrt zu
e—Zx
yo(x) =

auf I. Es ergibt sich

x2

1 e~ De2x
Wx)=det| * & o |=- +#0  (auf])

x?2 x?2

1 X
x+1i 2
B! = ( ezxz Xezz,v)

2 2

Variation der Konstanten:

Y _paf 0 ) _ 1(1-e*
() (L) -2
berechne ¢y, ¢»:

l —2x l 2x
C1=§(X+ez) C2=§(X—%)

fir ypari (x) muss gelten

o 1 1 o e
AR L R

Vpart(X) =

e—Zx e—2x 1

Wahle Ypar = 5 + ? und damit

e—Zx 1 e—2x
+C1— +Cp—— c1,C2 €R I«
2 X b'e

N
.’ymhom*2

2
ol
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0-dimensional, 91
kompakt, 104
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orientierbar, 95
Orientierung, 96
meromorph, 56

Normaleneinheitsvektor, 8o
nullhomotop, 15

offen, 3
Ordnung, 33
Ordnung des Pols, 45

Parameterdarstellung, 67
aquivalent, 68

Poincare-Identitat, 112

Polstelle, 45

Potential, 76

Produkt, 110

projizierbar, 81

Puiseux-Reihen, 41

punkteweise konvergent, 5

Randpunkt, 92
Residuum, 50
Riemannsche Flache, 33
Rotation, 76

Satz von Green, 87
Skalarfeld, 76
Stammfunktion, 12
Standardabschatzung, 75
Standardbereich, 81
stetig, 4

Tangenteneinheitsvektor, 68
Tangentialebene, 79
Tangentialraum, 94

Umlaufszahl, 48

Vektorfeld, 75
Divergenz, 75
Gradient, 76
Gradientenfeld, 76
Potential, 76
Rotation, 76
Skalarfeld, 76

vertraglich, 113
Vielfachheit, 33

wachsender Index, 108
Weg, 10

Wegintegral, 77
wegzusammenhidngend, 31
wesentliche Singularitat, 46

Zerlegung der Eins, 99
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