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Kurze Einfithrung in die
relativistische Quantenmechanik

1.1 Grundlagen der SRT

1.1.1 Experimentelle Tatsachen und Konsequenzen

Experimente zeigen, dass die Lichtgeschwindigkeit endlich ist und in jedem Inertialsystem
zum gleichen Wert gemessen wird. Dies widerspricht jedoch der Galileitransformation, denn
nach dieser berechnet sich im Falle zweier zueinander bewegter Koordinatensysteme (siehe
Abbildung 1)

¥ =v—-a-ut, (1.1a)
¥ =r-u. (1.1b)

Auch die elektromagnetischen Felder transformieren sich nicht nach der Galileitransformati-
on, sondern nach der Lorentztransformation, andernfalls miissten in jedem Inertialsystem
die Maxwellgleichungen anders lauten.

Einstein, 1905: Anwendung der Lorentztransformation auf die Mechanik gibt die richtige
Physik wieder. -

Fir das genannte Beispiel lautet die Lorentztransformation

Py (t _ gx) , (1.2a)
x'=-yBct +yx, (1.2b)
K’
K YA
y —>u
v
T
a+ut > x’
X
» 1 Galileitransformation von Inertialsystem K nach K'. Das Inertialsystem K’ bewege sich mit

u = upey relativ zu K.
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1.1 | GRUNDLAGEN DER SRT

wobei
u
B= e (1.20)
_ # (1.2d)
y = T—F .

Es zeigt sich, dass sowohl die Zeit als auch der Ort transformiert werden miissen.

1.1.2 Geeignete Notation

Da die Zeit kein geeigneter Bahnparameter ist, fassen wir diese mit dem Ort zu einem
Vierervektor zusammen

ct x0
x x! ct
"= = =
X Y 2 (r) (1.3)
z x3

Dabei gilt meist:
» griechische Indizes zdhlen von 0...3,
» lateinische Indizes zahlenvon 1...3.

Ein kontravarianter Vektor wird durch x* beschreiben. Das zugehorige Element im Dualraum,
der kovariante Vektor wird mit x, bezeichnet.

Die Metrik der SRT ist

1 0 0 0
0O -1 0 0
Hv =
n Nuv 0 0 1 0 (1.4)
0 0 0o -1
Mit ihr wechselt man von kontra- zu kovarianten Komponenten und vice versa,
Xy =Nwx” und x* =n"x,. (1.5)
Fiir das Skalarprodukt gilt in dieser Schreibweise
X y* = xun" yy
= X“Upvyv
= X090 — x1yl — x2y2 _ x3y3, (1.6)

2014-10-14
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1.1.3 Lorentztransformation

Das vorherige Beispiel aus den Gleichungen (1.1a) bis (1.1b) lautet in der Vierer-Schreibweise

ct’ y -By 0 0\ /ct
VIR R
z' 0 0 0 1 z
/\VX ’
Die Lorentztransformationen bilden ein Gruppe. In der Matrixschreibweise erfiillen sie
AThA=n, (1.8a)
Ao N o = Noo (1.8b)
mit
Ay = (A0)"
Ein Vektor oder Lorentzvektor transformiert sich nach einer Lorentztransformation
xM=AH, xV . (1.9)
Bei Tensoren hoherer Stufe transformiert sich jeder Index nach der Form (1.9)
AP s = N UNPUAYENSENTARYE o (1.10)

Eine invariante skalare GrofRe unter Lorentztransformation wird als Lorentzskalar bezeichnet,
der zum Beispiel aus der Kontraktion zweier Vektoren gebildet werden kann,

X’“X’H — xrunuvxrv
(1.9)
2 A N A XX
(1.8b)
= NooX®x?

= x%x, . (1.11)

1.1.4 Relativistische Kinematik

Ein wichtiger Lorentzskalar ist das Langenelement mit dem man die Abstdnde zwischen zwei
Punkten der Raumzeit misst,

ds? = ¢?dT1? = dx* dx,
=c?dt? — dr?
= (dx%)? - (dx1)? - (dx?)? — (dx?)?. (1.12)

Daraus folgt, dass T invariant unter Lorentztransformation ist (Lorentzskalar).

2014-10-14 3



1.1 | GRUNDLAGEN DER SRT

In einem Koordinatensystem, in dem man sich selbst nicht bewegt (dx! = 0) gilt
c?dt? = c?dt?,
Die Variable T hat hier die Bedeutung der Zeit. Sie wird daher als Eigenzeit bezeichnet.

In diesen Zusammenhang stellt sich die Frage nach einer sinnvollen Definition einer Ge-
schwindigkeit. Diese sollte die folgenden Eigenschaften erfiillen:

» Sie sollte ein Vierervektor sein.
» Ableitungen von x* nach t kommen nicht in Frage, diese sind keine Lorentzskalare.

» Eine Ableitung nach T ist jedoch mdoglich:
d d [ct
Ho— = M —
W=t Tar ( r )

dt
CT) dt (C) (.1

=& ]=1.]. -13a)
(%% dr \r

Mit

= - =Y, (1.13b)

= ul =y (f}) . (1.130)

Damit sind wir in der Lage, einen Viererimpuls zu identifizieren,

B B c\ (myc
p* =mut =my (v) = ( p ) . (1.14)

Hierbei haben wir p = mywv fiir den rdumlichen Anteil verwendet. Betrachten wir nur die
nullte Komponente, d.h.

r’ =myc
o ) mc? , muv?
pc=myc’ = ————=mc" + +.
_ w2 2
c2

Die Entwicklung in eine Taylorreihe zeigt, dass wir die Ruheenergie, die kinetische Energie
eines Teilchens und relativistische Korrekturen erhalten. Somit ergibt sich eine sinnvolle
Definition der Energie. Man interpretiert entsprechend

p = (1.15)

4 014-10-14



KURZE EINFUHRUNG IN DIE RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK |1

mit der Energie E einer Punktmasse. Daraus folgt

EZ
p'pu = 2

2

—p? = m2y? (c? — v?) = m2c2.

Somit sind wir in der Lage, die relativistische Energie-Impuls Beziehung anzugeben:

E? =m?c* + c’p?, (1.16a)

E = \m?2c* + c2p?. (1.16b)

1.2 Die Klein-Gordon-Gleichung

Die Schrodingergleichung kann aus Sicht der Relativitdtstheorie nicht korrekt sein, denn sie
ist nicht invariant unter einer Lorentztransformation. Diese wurde gerade aus der klassischen
Energie-Impuls-Beziehung

p?
E = om * Vr)=H(r,p) (1.17)

unter Verwendung der Jordanschen Ersetzungsregeln
E — ihd, ,

p— ?V (1.18)

motiviert.
Aufstellen einer Lorentz-invarianten quantenmechanischen Gleichung:

Verwende die Ersetzungsregeln (1.18) in der relativistischen Energie-Impuls Beziehung (1.16a),
aber nicht (1.16b), da sonst die Wurzel aus einem Differentialoperator benotigt wird (unend-
lich hohe Ableitungen):

-h%2y = [m?c* —hc* V3w (1.19)
Wir erhalten die Klein-Gordon-Gleichung.

Diese Schreibweise lasst sich noch vereinfachen

laZ_v2= aZ _82_82_62
c2t o(ct)2 x Y 7z
= 0"nyy0Y
= 9, 0" (1.20)
oder mit dem D’Alembert-Operator
O = 9,0% (1.21)

2014-10-14 5



1.3 | DIE DIRAC-GLEICHUNG

erhalten wir

= [auau + (n%c)z] Y =0 (1.22a)
= |:E| + (mTC)Z] g = 0. (1.22b)

Dies ist die eigentliche Darstellung der Klein-Gordon-Gleichung. Sie besitzt folgende uner-
wiinschte Eigenschaften:

» Losung ist das Skalarfeld . Die Losungen beschreiben ein Teilchen ohne Spin, d.h. wir
erhalten keine geeignete Gleichung zur Beschreibung eines Elektrons.

» Als Lorentzskalar ist dieses  invariant unter Lorentztransformationen.

» Anders als in der Quantenmechanik gefordert, benotigt man zwei Anfangsbedingungen,
namlich
yr,t=0)=..., yr,t=0)=...,

um die Zeitentwicklung berechnen zu kénnen, d.h. es tritt ein Widerspruch zu den
Postulaten der Quantenmechanik auf!

» Die Losungen ¢ konnen auf negative Wahrscheinlichkeitsdichten fiihren. Dies ist
jedoch problematisch fur die Interpretation der Wellenfunktion!
Energiespektren (freies Teilchen)

Die Klein-Gordon-Gleichung (1.22b) besitzt als freie Losung die ebenen Wellen
W(r,t) = e E-pr (1.23a)
mit
E = +\[p2c? + mict, (1.23b)
d.h. zu jedem Impuls p oder Wellenvektor k = p/h gibt es,
» eine Losung positiver Energie,

» eine Losung negativer Energie.

In Abbildung 2 ist dies veranschaulicht. Fiir die Energie sind Werte von E — —co moglich, d.h.
es liegt ein Stabilitdatsproblem vor!

1.3 Die Dirac-Gleichung

Einige Probleme der Klein-Gordon-Gleichung lassen sich beseitigen, wenn man eine Dif-
ferentialgleichung erster Ordnung findet. Diese wurde 1928 von P. Dirac aufgestellt. Die
Forderungen an diese Gleichung sind:

» relativistische Kovarianz,

» nur Ableitungen erster Ordnung treten auf,

6 2014-10-21



KURZE EINFUHRUNG IN DIE RELATIVISTISCHE QUANTENMECHANIK |1

kontinuierliches Spektrum

Giiltigkeitsbereich (/7777117117101 0000 000000000
der Schrodind iz i
gergleichungl ~~S~_"""""[" " 7~
Beispiele fiir Energieniveaus gebun-
dener Zustande -

Zizziizizziziiziiziiziiiz

+mc?

» 2 Energiespektrum: Losung der Klein-Gordon-Gleichung im Fall eines freien Teilchens.

» die Losungen ¢ der neuen Gleichung miissen auch die Klein-Gordon-Gleichung erfiillen,
» die Gleichung muss eine positiv definite Wahrscheinlichkeitsdichte ergeben.

Bemerkung: Hier wird eine Argumentation zum Aufstellen der Dirac-Gleichung aufgefiihrt,
wie sie etwa im Anhang des Lehrbuches von F. Schwabl (siehe Literaturverzeichnis) zu finden

ist. Sie entspricht nicht dem tiblichen Weg, der aber bereits Bestandteil der Kursvorlesungen
ist.

Ausgangspunkt der Argumentation sei das freie Teilchen in der Schrodingergleichung
_r
=om (1.24)
wobei wir die Relation
(0-a)(og-b)=a-b+ioc(axhb) (1.25)

zum Umschreiben des Hamiltonoperators verwenden. Der Vektor o besitzt die Pauli-Matrizen
als Eintrage, d.h.

Man kann dann schreiben

) 1 p?
+io(p xp) m - om (1.26)

2m 2m

H = (o-p)o-p) (1.25) p?
=0

Nach dem Prinzip der minimalen Ankopplung erfolgt die Ersetzung

pﬁp_eA)
H - H+ed (1.27)

2014-10-21 7



1.3| DIE DIRAC-GLEICHUNG

fiir ein geladenes Teilchen im elektromagnetischen Feld. Im gerade gefundenen Ansatz ergibt
sich damit

1

H=—2m[0-(p—eA)][a-(p—eA)]+e¢
(1.25) 1 _ 2 i _ _
= —Zm(p eA) +—2m0[(p eA) X (p —eA)] +ed

L A e
= 2m(;o eA) 2ma’ B+ed. (1.28)

Dies ist die Pauli-Gleichung, sie entspricht dem nicht relativistischen Grenzfall der Dirac-
Gleichung.

Ahnlich lisst sich die relativistische Energie-Impuls-Beziehung behandeln.

(E—(J’ )<E+a )—52—(0 )(o-p)
c Pl P)=2 r p
(1é5)£2_ 2(1.1=6a)m262.

c?

Mit den Jordanschen Ersetzungsregeln erhdlt man

(@at+a-ihv> (ﬂalfa-ihv> @ =m?c® @ . (1.29)
c c — —~
-1 -1
——mee;

Mit den beiden zweikomponentigen Spinoren ¢; und @, erhalten wir zwei gekoppelte
Differentialgleichungen erster Ordnung,

. 0
in [m -0- V] Q1 =mce:; , (1.30a)

. 0
ih [a(ct) +0- V] P2 =Mmce; . (1.30b)

Mit der Schreibweise o - V = ¢0'10; und 9/9(ct) = 9, folgt fiir (1.30b) — (1.30a) und —(1.30b) —
(1.30a)

ih [30(@2 = @1) + 073 (@2 + 1) | = me (@2 - 1), (1.312)
~ih [30(@2 + @1) + 070 (@2 — 1) | = —me(@z + P1). (1:31)
Mit dem Vierer-Spinor
(P2 =P
ergibt sich
) 1 0 0 ot mc
ih |:(0 _1> 80 + (_O_i 0 ) BL- — F:| (II =0 (133)

oder

8 2014-10-21
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o_(1 0
y - O 7]1 ’
; (0 o
Y = 70-1' 0 -
Dies ist die Dirac-Gleichung fiir ein freies Teilchen. Eine andere Schreibweise ist

iho,p = (—(x"ak + Bmc? ) v

-(o ).

, , 0 ot
vese (8 7).

(1.34a)

(1.34b)

(1.35a)

(1.35b)

Eine besonders kompakte Schreibweise ergibt sich unter Verwendung des Feynman-Dagger

Symbols
yO
d=y"o, = 7@ +yV
P =y"Pu=Y"Po+y'Pi.
Damit folgt also

(P —mc)p(r,t) =0
. mc
(la - T) (Il(r,t) =0

1.3.1 Kontinuitatsgleichung
Multipliziere Gleichung (1.35a) von Links mit @' = (¢, @3, ¥, @l)
it o,y = = (uﬁ oo + melytpy)
Die dazu konjugiert-komplexe Relation ist:
—ih S a"’ w=-"C @) o' mewipy.

Betrachte (1.38b) — (1.38a)

apty = —cuphHa g+ cypta 81w+ ( Bty — ¢ By) .

2014-10-21
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1.3| DIE DIRAC-GLEICHUNG

Hierbei gilt
Bt =B (1.40a)
ol = o (1.40b)
o=yly (1.40¢0)
Jj’=ce (1.40d)
i =cytaty (1.40€)
und es folgt
ouj* = 0. (1.40f)
Dies entspricht einer Kontinuitdtsgleichung fur die positiv definite Dichte o!
1.3.2 Ruhende Teilchen
Die Dirac-Gleichung fiir das ruhende Teilchen, also
p=hk=0 (1.41)
lautet
ihd,p(r,t) = mc?y’w(r,t)
Y
(10 Y2
_ 2
=mc (0 _]1) W (1.42)
Ya
Diese hat vier Losungen
1 0
_ O i mc? 1
wy” = ol w =l
0 0 ( )
1.44
0 0
_ me2 . | 0 _ me2, |0
wi):elht e wé)zelhto
0 1

Wir erhalten also jeweils zwei entartete Zustinde positiver und negativer Energie. Auf
die energetisch entarteten Komponenten (+) oder (—) wirken in (1.33) gerade die Pauli-
Spinmatrizen, dies entspricht den beiden Einstellungen des Spin 1/2.

Folge: Die Dirac-Gleichung beschreibt offensichtlich Spin-1/2-Teilchen, kann also die gesuch-
te relativistische Gleichung fiir Elektronen sein. -

Aber: Es gibt auch die Zustdnde negativer Energie! -

10 2014-10-28
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o I

» 3 Ein angeregter Zustand entsteht durch anheben eines Teilchens aus dem Dirac-See in den
positiven Energiebereich.

1.3.3 Bedeutung der Zustinde negativer Energie

Die Zustande positiver Energie beschreiben die gewiinschten Spin-1/2-Teilchen. Doch die
Zustinde negativer Energien lassen sich nicht ignorieren, denn sobald die Teilchen nicht
mehr ruhen, gibt es Kopplungen zwischen den Losungen positiver und negativer Energie.
Zudem besteht - wie in der Klein-Gordon-Gleichung - das Problem des unbeschriankten
negativen Energiespektrums, was keinen stabilen Grundzustand zur Folge hétte.

a) Vorschlag von Dirac: Alle Zustdnde negativer Energien sind besetzt. Da es sich um Spin-
1/2-Teilchen, also um Fermionen handelt, konnen keine Zerfélle in diese Zustande stattfinden.
Der Vakuumszustand ist dann ein Dirac-See bestehend aus Teilchen mit negativer Energie.
Um einen angeregten Zustand zu erhalten, wird ein Teilchen aus dem Dirac-See (negative
Energie) in den Bereich positiver Energie angehoben (vgl. Abbildung 3). Der besetzte Zustand
positiver Energie entspricht dann einem Elektron, die fehlende Besetzung eines Zustandes
negativer Energie (Loch) ist ein Positron (Antiteilchen). Dieser Ubergang in einen angeregten
Zustand wird auch Paarbildung genannt.

Es zeigen sich jedoch Probleme dieser Interpretation. Der Grundzustand besitzt weiterhin
die Energie E = —o. Zudem gibt es Probleme mit der Unschérferelation. Gehen wir davon
aus, dass ein gut lokalisiertes Teilchen durch eine Ortsmessung gegeben ist,

h
A —_— )
X< pme’ (1.45)

dann erhalt man fiir die Impulsunschérfe

Ap = 2mc, (1.46)
was auf eine Energieunschirfe von AE =~ cAp > 2mc? fiihrt und somit geniigend Energie
aufbringt, eine Paarbildung stattfinden zulassen. Das Bild des Dirac-Sees ist zudem nur fiir

Fermionen und nicht fiir Bosonen geeignet. Aullerdem zeigen sich Asymmetrien zwischen
Positronen und Elektronen.

2014-10-28



1.3| DIE DIRAC-GLEICHUNG

b) Feynman-Stiickelberg-Interpretation: Die Losungen der Dirac-Gleichung fiir ein Teil-
chen mit Impuls sind von der Form

W, = goe et W_ = et (1.47)
Umschreiben der Losung negativer Energie fiihrt auf eine Exponentialfunktion der Form
W = oelkn = ggeiknx (1.48)

Damit besitzen die Antiteilchen auch positive Energien, bewegen sich aber im gespiegelten
Raum (r — —r) rickwarts in der Zeit (t — —t). Diese Interpretation liefert einige Vorteile:

» keine negativen Energien,
» kein Problem mit der Unscharferelation,
» funktioniert fiir Bosonen und Fermionen.

Dennoch ist sie nicht intuitiv und nur schwer gedanklich nachzuverfolgen.

1.3.4 Im elektromagnetischen Feld

Mit dem Viererpotential

¢lc
(1.49)

lautet die Dirac-Gleichung

[yu(ia“ —edu) - nmi] v=0 (1.50)
oder [ia—eA—Y]g=0.

Mit dieser Gleichung ist die relativistische Beschreibung des Wasserstoffatoms moglich. Im
Moment treten die Felder als klassische GroRen auf, es ist jedoch moglich und erforderlich
(Photoeffekt), die Felder zu quantisieren. Quantisieren wir jedoch die elektrischen und ma-
gnetischen Felder in (1.50), so werden zwei Sichtweisen der Quantenmechanik vermischt.

» Elektrodynamik: Quantisierung eines Feldes, hohere Anregung bedeutet hohere Teil-
chenzahl (Photonen).

» Materie: Quantisierung von Punktteilchen, jedes Teilchen benotigt eine Wellenfunktion
und eine eigene oder gekoppelte Dirac-Gleichung.

Die Dirac-Gleichung ldsst im Allgemeinen einige Wiinsche offen. Zum einen miissen negative
Energien interpretiert werden, zum anderen ware eine einheitliche Theorie fur die Materie
und ihre Wechselwirkungen hilfreich. Diese einheitliche Theorie sollte, wenn moglich, auch
die Postulate der Quantenmechanik, namlich

» Symmetrisierung/Antisymmetrisierung der Wellenfunktion fiir Bosonen/Fermionen
» Forderung nach einer Normierung der Wellenfunktion fiir eine Teilchenzahl

auf einen festen Grund stellen. Es wird daher notwendig Quantenfeldtheorien aufzustellen.
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FELDER UND DEREN QUANTISIERUNG | 2

Felder und deren Quantisierung

2.1 Ein Beispiel aus der Mechanik

Wir betrachten eine schwingende Saite als verbundene Massepunkte der Masse m. Lassen wir
den Abstand d zwischen den einzelnen Massepunkten gegen 0 laufen, so wird das System
kontinuierlich (vgl. Abbildung 4).

yi— y(x)

Fir die Differenz zwischen zwei Punkten kann man schreiben

_ 4y
Yiv1 —Vj = dx =12 a. (2.1)

Die Masse wird im Folgenden durch eine Linienmassendichte ausgedriickt
m = Qd (2.2)
und die Federkonstante durch ein Elastizitatsmodul

(2.3)

Vi1

» 4 Schwingende Saite.
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2.1 | EIN BEISPIEL AUS DER MECHANIK

Fiir ein endliches d ergibt sich eine Lagrangefunktion der Form

N+1
L({yn}y{yn}): Tnfvn
n=1
N N+1
m . D
=2 S5V 2 5 =)
n=1 n=1
N N+1
2.2) Z od ., K
= = Vn— 2 53 (Yn = Y1)
@3) n=1 2 " n=1 2d
N 2 N+1 2
- Q(ay(nd,t) _ L(by(d(n—l/Z),t)> 2
Nﬂ% 2 at n; 2d ax a
N 2 N+1 2
_od (3y(nd,t)) N K <8y(d(n—1/2),t>
) Lzl ot n; ) ox (2-4)

Lassen wir N — oo und d — 0 gehen, so wird aus der diskreten Summe ein Integral
ay - de, (2.5)
N

was auf eine kontinuierliche Lagrangefunktion fiihrt,

v fe|(5) -5 (3R]
£(5.&)

Man nennt £ die Lagrangedichte des kontinuierlichen Systems. Die Lagrangefunktion folgt
aus dem Integral tiber die Ortskoordinate x. Die wichtige Variable ist das Feld y (x), welches
von dem kontinuierlichen Index x abhdngt. Um aus der Lagrangedichte Bewegungsgleichun-
gen gewinnen zu kénnen, gehen wir wie in der klassischen Mechanik vor und benutzen die
Variation der Wirkung,

e
2

T

y(x,t) = y(x,t) +6y(x,t),
wobei an den Randpunkten §y = 0 gilt.

oy ay)
S - ILdt—Jdtdeﬁ(at 2

oL 0(0y) oL 0(6y)
oo o | 522+ 065202

0 orf 0 0L
=Idtjdx[— S ]5y=o, (2.7)
o5 (7)o (%)
woraus die Euler-Lagrange-Gleichungen abgeleitet werden kénnen,

0 oL 0 oL

ato(y) Toxa(z) ey
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FELDER UND DEREN QUANTISIERUNG | 2

oder mit unserem Beispielsystem (2.6)

2 2
Oy Oy _y.

03z Kaxz T (2.9)

Wir erhalten also eine Wellengleichung fiir unsere schwingende Saite und wir sehen, dass die

Lagrangedichte und ihre Variation auf physikalisch sinnvolle Gleichungen fiihren.

2.2 Lagrangeformalismus fiir allgemeine Felder

Wir fiihren eine Lagrangedichte ein, die von mehreren Feldern ¢, (x) und allen ihren ersten
Ableitungen ¢, = 0,¢, (x) abhéngt.

L= £(¢1’v ¢r,u) = £(¢,aXO¢,axl¢1,aX2¢1,ax3¢1,axo¢2,...) (2-10)

Die Lagrangefunktion ergibt sich dann aus der Integration nur tiber die Ortskoordinaten,
L) = [ &7 Ly by (2.11)
Das Integral iber das Gebiet Q der Raumzeit ergibt dann die Wirkung

S(Q) = L A*X L(r, bry) - (2.12)

2.2.0.1 Hamiltonsches Variationsprinzip

Analog des Beispiels der schwingenden Saite erfolgt die Variation der Felder

by (X) = pr(x) + 5y (x) = Py (2.13)
derart, dass
8y (x) |30 =0 (2.14)
gilt. Eine Variation der Wirkung (2.12) fithrt auf die Form
oL oL
- 4, | 9L
0S = Jﬂd X [ad)y o, + 3 64)”,] , (2.15)

wobei folgende Relation verwendet wurde

5, (x) 2§, (x) — ¢y (),
0ubr (X) = Prp(x) = Prp(x) = Spypu(x),

~w 6¢1’,u = 6(au¢r(x)) = au6¢r(x) . (2.16)
Weiterhin verwendet man
oL oL oL
ad)r,p 5¢r,u - au <a¢‘r,p 64)?’) - (au a(br,u) 5¢V . (2-17)
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2.2| LAGRANGEFORMALISMUS FUR ALLGEMEINE FELDER

Damit ldsst sich die Variation der Wirkung schreiben als

(215) 4 BL _ 8£ BL
5 L dx {[aqb, 3 a(pw} by + 0, [—ad)w 5¢,,]} . (218)

Mit dem Gaulischen Satz berechnet man schlieRlich

oL oL
4 - -
Ld X 0y [ad)w 6¢y] = Jao doy T 8¢, =0. (2.19)
Daraus folgt fir (2.18)
oL oL
_ 4 _
oS = L)d X {ad,n BUad)W } O, . (2.20)

Da diese Gleichung unabhéngig von d ¢, erfiillt sein soll, folgen die Euler-Lagrangegleichungen

fiir die Felder. or 5

— —Oy=—5— =0. (2.21)
o, oy
Den Aufwand, den wir betrieben haben, um eine Euler-Lagrangegleichung fiir Felder herzulei-
ten, wird dann niitzlich, wenn wir den Formalismus auf relativistische Felder anwenden.

2.2.0.2 Hamiltondichte

Analog zur klassischen Punktmechanik fiihrt man tiber

¢1’ = d)r,t
die Impulsdichte 71, ein
oo L _ oL (2.22)
" ad)y 0y’ ’

Die Impulsdichte hiangt dabei im Allgemeinen von allen Raum-Zeit-Ableitungen als auch vom
Ort selbst ab )
Ty = T (Pr, Vr, Pr, X). (2.23)

Wir gehen davon aus, dass (2.23) invertierbar ist, sodass wir
4)1’ = (i)Y(Tr‘l’) vd)ﬁd)hx) (2.24)
erhalten. Aus diesen Relationen lasst sich eine Hamiltondichte H formulieren,

H:Z"rd’r—ﬂqbnd’r) =(i)r (Tr?’lv¢1’v¢1’sx)) - (2.25)

Um aus der Hamiltondichte Bewegungsgleichungen zu erhalten, berechnen wir

o o, oL ¢,
R_¢Y+§ fam_gad)sam
o 0L\ ¢,
“be3(me ) o

—_—

=0
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oder
oH

=arr,'

br (2.26)

Weiterhin wollen wir die Hamiltondichte nach den Feldern ableiten und erhalten

3, =T0h,  ohr o, 0y
(2.22) a£ (2.21) a 6[
2 OL ez _p 0L
oy Obru
0 oL 0 oL
T T 0(ct) byt 0xt oy
oL 0 oL
‘0, 0x1 o
€2 %% , (2.27)

oH oz 5° dps oL 0L 0o,

= -0

wobei sich der letzte Term in (2.27) noch wie folgt umschreiben lasst.

a}[ _ a¢r _ oL _ oL a¢s (232)7 oL
Obr mead)“ Ocpr ;a(ﬁs obry  0bri’

(2.28)

Wir erhalten damit fiir die zeitliche Ableitung der Impulsdichte

(227)_8.'}‘[ I i a}[ (22 )
" oae) Oy | OXLOPry 29

Zusammengefasst ergeben sich die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen erster Ordnung
fir die Felder, welche wie folgt lauten

ﬁiiaj'{+ia}[ 4)785-[ (2.30)
. a¢r ox! a¢r,l ’ T BTTV 3
2.3 Feldquantisierung
2.3.1 Zuriick zum mechanischen Beispiel
Wir teilen die Saite in diskrete Massepunkte auf, vergleiche Abbildung s.
() = dx y(x, 1) "% y(xi 1) (2.31)
Vi AX: Jax, ryix, Y {Xi, .
Analog folgt fiir die Impulse
Ax—0
pi(t) = dxm(x,t) = m(x;,t)Ax;. (2.32)

X
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2.3 | FELDQUANTISIERUNG

: Vi 1
1

' — >
AX,‘

» 5 Saite dargestellt durch diskrete Massen.

mit der Impulsdichte 1 (x,t) = g—; Im Sinn der kanonischen Bewegungsgleichungen gehen
wir zu Operatoren tiber

Vi

= d y ,t =y i,t y .
Ax: Jax, xy(x,t) = y(x;,t) (2.33)

pi = dx 7t (x,t) =~ 1r(x;, £)Ax;. (2.34)
AXx;

Fir die diskreten Variablen ldsst sich die Quantisierung iiber die Forderung der Vertau-
schungsregeln

|30 p] =ihSy, (931 = [pupil = 0 (2.35)

einfiihren.

Flr das Beispiel der schwingenden Saite erhalten wir im Grenzwert Ax — 0

0= [pi, p;] “2 [ (xi, £), 7 (x;, ) ]AX; - Ax; = 0,
also
[7r(xi, t), T (x;, )] =0 (2.36)
und durch analoges Vorgehen
[ (xi,t), Y(x;,8)] = 0. (2.37)

Die Bedingung in (2.35) fordert
(9951 = ihoy; 2 [3(xi, 0,7 (x;, D1AX; = 5yjih

und ist fiir den Grenzfall Ax; — 0 genau dann erfiillt, wenn gilt

5 S T Sij . ' _
[Y(xi,t), r(xj,t)] = ih Al)}}go Ax, ihé(x; — x;), (2.38)
denn
Sy | Tdxfe0) S0 fix) i=j
,[Adef(X)AXj - {0 7':/:]

(2.39)
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2.3.2 Verallgemeinerung

In Verallgemeinerung zum Beispiel der schwingenden Saite fithrt man die Quantisierung ein,
indem man fiir Felder ¢, und ihre Impulsdichte 1, postuliert

[pr(r,b), (¥, t)] =1hS(r — ') 6y, (2.40)
[p,(r, 1), s (r', )] = [T, (1, 1), T (', £)] = 0. (2.41)

Dies ist die kanonische Quantisierung und enthélt die bosonischen Vertauschungsregeln, die
- wie der Name schon sagt - auf Bosonen fithren werden. Spéater werden wir sehen, dass noch
andere Regeln benotigt werden, um eine sinnvolle physikalische Aussage zu erhalten.

2.4 Symmetrien und Erhaltungssatze

Wir nehmen an, dass es eine kontinuierliche Symmetrie gibt, welche die Wirkung invariant
lasst

xH - x'H (2.42)
Pr(xH) = ¢y (xH), (2.43)
[ dtx £r 0t x) = [ dix £ ducbr ). (2.44)
Dann lasst sich die Relation
0 L L u vl
dxH |:a¢y‘u d¢r - (ad)r,u ¢7,v -6 v£> dx :| =0 (2.45)
ableiten, wobei gilt
dep, = ¢, (x") — by (x), (2.46)
dxt = x'H — x* . (2.47)

Dies ist das Noether-Theorem.
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Quantisierung freier relativistischer
Felder

3.1 Klein-Gordon-Feld

3.1.1 Motivation der Herangehensweise

Im vorherigen Abschnitt wurde eine ,Wunschliste* an die Theorie fiir die Elementarteilchen
erstellt. Darin forderten wir eine einheitliche Beschreibung mit der Elektrodynamik. Eine
Quantisierung der elektrischen und magnetischen Felder (Photonen) gelingt, indem man die
Feldvektoren nach Gleichung (2.40) und (2.41) durch Opertoren ersetzen.

Ansatz Ersetze auch das Feld g der Klein-Gordon-Gleichung durch Operatoren, dies fiihrt
auf eine Quantisierung. -

Allerdings ¢ enstammt bereits einer Gleichung einer Quantentheorie, dies fiihrt auf den
Begriff der zweiten Quantisierung. -

Frage Wird hier tatsdchlich zum zweiten Mal quantisiert? -

Nein, die Quantisierung in der Klein-Gordon-Gleichung oder auch der Schroédingergleichung
erfolgt erst durch die Suche nach konkreten Losungen fir ein gegebenes Problem (Potential),
die die geforderte Nebenbedingungen (Normierbarkeit!) erfiillen. Wir gehen genau von diesen
Losungen aus, stellen keine neuen Bedingungen, sondern erlauben nur eine mehrfache
Besetzung dieser Losungen und erhalten eine Vielteilchengleichung. Dies stellt einen anderen
Ansatz dar, die Quantisierung zu verstehen, jedoch keine tatsidchliche zweite Quantisierung
eines quantenmechanischen Ergebnisses .

3.1.2 Kanonische Variablen

Fir die Quantisierung nach Gleichung (2.40) werden kanonische Variablen benétigt. Dafiir
fiihren wir die Lagrangedichte

2

n’ o me®
L= %rlu (ay¢)(av¢ ) — > ¢§b

— hz kU mc2 *
= o Pud™t - PP (3.1)
fir das komplexe Feld ¢ ein. Es beschreibt dabei zwei unabhéangige, reelle Felder,

¢ =1 +ig2,
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3.1 | KLEIN-GORDON-FELD

d.h. entsprechend kénnen ¢ und ¢* als unabhéangige Felder aufgefasst werden. Die zugeho-
rigen Euler-Lagrange-Gleichungen lauten

(2 21) a[ 8 6£

0= dp*  ox« 8d>*
2
g - —aan““a ¢
_ - H
2 d) Zma“a ¢
oder
2

[a au("éc) }d):O. (3.2)
Weiterhin:

oL oL

0=2¢ %30,

- f—¢* - —a M,

- [auau + (7) ] P* . (3-3)

Wir erhalten die Klein-Gordon-Gleichung und ihr komplex konjugiertes. Damit ist £ also
geeignet, um das Klein-Gordon-Feld zu beschreiben.

Fihren wir nun die Impulsdichten tiber

02 hg I wgyven) - M g (3.49)
2mc2 2m 2 ’
oL h®
42 o6~ ama®" (3.4b)
2.22 a.E hZ H
* 02 36 = amer® (3.4¢)
ein. Eine Umkehrung ergibt
2m
¢+ 2 h2 amet (3.52)
(3.4p) 2mc?
¢ - h? — T (35b)
Damit wird die Hamiltondichte zu:
H OB g+ mrd* - L
_2me?_ . o2mc? 2me® h? o omec?
= ™ + ™ T 7T — e 1T W+%(V¢)(V¢ )+?¢¢
_2mce*_ R o omec?
=—, nm +2m(V¢)(V¢ )+ Pp*. (3.6)

N
N
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3.1.3 Quantisierung der Klein-Gordon-Gleichung

Fine Quantisierung erfolgt durch den Ubergang zu Operatoren

T, b, bt~ T, Tt b, T (37)

die die Vertauschungsrelationen (2.40) und (2.41) erfiillen, also explizit
(P, Pl =1, '] = [<1>T ¢ =[m,ml=[mm']=[n,m']=0, (3.8a)
[p,mi] = [T, m]=0, (3.8h)
[p(r),m(r)] = [qﬁ»*(r),ﬂ*(r’)] =ihé(r—r'). (3.80)

Die Ersetzung (3.7) zusammen mit (??) und (3.5a) ergibt, dass auch die Feldoperatoren (f)
T oc (f)T die Klein-Gordon-Gleichung (3.2) und (3.3) erfiillen miissen.

Ein geeignetes Vorgehen besteht darin, die Feldoperatoren nach den Lésungen der freien
Klein-Gordon-Gleichung zu entwickeln.

by oc eTEPTIn (3-9)
Verwende die Basisfunktionen

1 h
Jie= (2m)32\ 2E(k)

mit den Orthogonalitdtsrelationen

e tkuxt (3.9b)

Jf,j (i3 (r ) dPF = 5k — k) (3.100)
Jf,g*ur, DB (r, 1) dPr =0 (3.10b)
mit
adb = adb — (d,a)b. (3.100)
Damit
N 2
P(r,t) = ZW;C (akfk(r t) + éLfy (r,t)) d’k, (3.112)
~ 2 L -
$1r,0) = 2 [ (alfi r,0) + Gefitr, D) Kk, (3.11b)

wobei die Operatoreigenschaft nun von den Entwicklungskoeffizienten d; und ¢, getragen
werden muss. Unter Verwendung von Gleichung (3.10a) bis (3.10¢) erhdlt man die Umkehrung

ax = e Jf*(r )iocp(r,t) dBr (3.12a)
T\ 2mez ) RO ’ 3
& = ,/2m . Ifk (r, )iz ! (r, 1) dr (3.12b)

R [ n2 U

aj = - Sme? Jfk(r,t)la@*(r,t) d’r, (3.120)
2 — A

eh=— /%c? Jfk(r,t)iat¢(r,t) d’r . (3.12d)
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3.1 | KLEIN-GORDON-FELD

Damit lassen sich die Kommutatorregeln fir die Operatoren 4 und ¢ finden,

[ag, af] #2? Jd3 [erin e oso.o[ade.n,aé o, 0]

(3.120) chz

o[t (r,t), Tr(r ,H1=0

— @i, D) fie 1) [0, (', 1) |

~

2
= 2mE )

— fer ) @ufe (') [, 0,10 |

.
i 2
LT P

@i r0) @ufir ') [ir, 0,61 0] |

5
Insgesamt ergibt sich

Lo, a] = [ drf (r, 03, futr, 0

CLV Sk - k') . (3.13a)

Analog findet man

lax, dw] = [af,al | =0, (3.13b)

[ck,ck ] S5(k—-k'), (3.130)

[, é] = [el,eh] = 0. (313d)

Die Operatoren d; und ¢ sind also Vernichter der Moden k mit + oder — im Exponenten.
Demnach sind 4}, und ¢} die zugehérigen Erzeuger.

3.1.4 Eigenzustinde des Hamiltonoperators und deren Interpretation

a) Hamiltonoperator: Mit den Feldoperatoren (3.11a) und (3.11b) und den zugehorigen
Impusdichten

. h?
)2 ad

=i, /W Jd3kE(k) falfi @t - acfer,t)} (3.14a)
wltr,t) = —1,/ Id3kE(k) fawfer,t) - el fer,n} (3.14b)

E(k) = +\h2k?c? + m2c4 (3.15)

24 2014-11-11
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lasst sich die Hamiltondichte explizit in der Modenentwicklung angeben.
6o 2me? oy R g ogty 4 M GG
H = PERLELE 2m(V<;l>)(V<I> )+ el (3.16)
Mit Gleichung (3.9a), (3.14) und (3.11) folgt
I = % Jd3k J d%’{d,ﬂdkff,j‘ () fio (1) — GLEL 7 (r 0 3 ()
— Gudu fulr, O fe (r,0) + Gl fer, 0.1 (r,0 [ EGOEK)
+het [ @k [ @R (e k) {aal fulr,0.f (r,0) + e fitr, O fic )
AL (r O f (1, 0) + ELCw fE () fie (r, t)}
me? [ 4 sy 0 s At * GG
+ o | Uk |k dray fur, O.fg (0 + arle f(r,t) fie (r,t)

+ELAL [ O f5(rt) + Sl fiE () fio (7, t)} . (317)

Mit
Jdgrflf(r,t)fk' (r,t) = %(k)é(k -k, (3.182)
Jd3rfk(r, ) fi (r,t) = %(k)e‘z“”k’”hé(k +k), (3.18b)
Jd3rf,j‘(r, t) fu (r,t) = %(k)ezmk)”hé(k +k) (3.18¢)

ergibt sich fiir den Hamiltonoperator

a7 1 At A At A i I ; P
H= Jd3r:}-[ ((3=17)) 5 J d3kE (k) {a,ﬁak —afel e EUh _ ¢ a_gediEtih 4 ckc,ﬁ}

3.18
T er oo , 1 o .
+5 Jd3k (c?h?k? + mzc“)m {a,ﬁ + A e BN ety aledEtn 4 c,ﬁck} .

—E(k)
Damit erhalten wir

1 A A A JUN PN
H = > Jd3kE(k) {a,tck + drdl + e + ckcz}

(313 Jd3k {d,ﬁdk +éler + 6(0)]»E(k) (3.19)
(3.13b) —
=1
oder
H= Jd3kE(k) {Aap + Aep + 1} (3.20)
mit den Anzahloperator der a-, bzw. c-Zustdande
Aok = Akdx , (3.21a)
Nek = é,t Cr - (3.21b)
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b) Eigenzustinde: Eigenzustdnde sind nun Fockraumzustdnde der Form

|na,knc,k) ’
wobei
ﬁa,k |na,knc,k> =Ngk ‘na,knc,k> ; (3-223)
ﬁc,k |na,knc,k> =MNck |na,knc,k) y (3-22b)

die die Besetzung der a- und c-Zustande angeben.

c) Vakuumzustand und Normalordnung: Der Vakuumzustand hat die Energie
H |00) = JdSkE(k) — oo, (3-23)
Der Anteil [ d3k (... + E(k)) im Hamiltonoperator hat sich aufgrund der Reihenfolge
it (V) (VPT), p'
in Gleichung (3.17) ergeben. Diese ist jedoch willkiirlich! Auch moéglich wéare
P = b — b, (3.24)
dies hatte die Vakuumenergie O zur Folge. Messbar sind nur die Energiedifferenzen, daher hat

jede Reihenfolge ihre Berechtigung. Ein tibliches Vorgehen besteht darin, die Normalordnung
einzufihren, die so gewahlt ist, dass die Vakuumenergie verschwindet.

:d,idk + dkaﬁ,ﬁ: = Zzi,idk (3.25)
H: = Jd3kE(k) falae +éfee] (3.25b)
Die ist unser neuer Hamiltonoperator. In der Schreibweise wird :...: oft unterschlagen.

d) Mesonen: Um zu erkennen, welche Teilchen durch die gefundenen Lésungen beschrieben
werden, helfen Symmetrien der Wirkung mit der Lagrangedichte (3.4a).

Die Lagrangedichte ist invariant unter der U (1) Phasentransformation
P —ep (3.26)

und damit auch die Wirkung. Es folgt mit der infinitesimalen Transformation
dp = -2 (e 1) P~ -id0e (327)

aus den Gleichungen (2.45) bis (2.47) die ErhaltungsgroRe
oL oL
o | -l +izop™ | =0 (3.28)
[ 29, " 1ogy ]
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Daraus léasst sich die folgende integrale Erhaltungsgrofe gewinnen

Q= %Jd3r(¢>*ﬂ* - ¢m), (3.29)

die Ladung heilt. Tatsdchlich, wenn man Gleichung (3.28) explizit mit Gleichung (3.4a)
ausrechnet, findet man

ouj* =0 (3.30)
mit
iu in * U H gy *
J =ﬂ(¢5¢—¢3¢) (3.30b)

die nicht positiv definite Wahrscheinlichkeitsdichte j° und Stromdichte j des Klein-Gordon-
Feldes. Diese hat bereits bei der Diskussion der Klein-Gordon-Gleichung Probleme in der
Interpretation bereitet. Fiir die elektrische Ladung lasst sich diese ErhaltungsgroRe aber sehr
gut verstehen (Ladung g des Teilchens),

i
Q4 = ﬁq Jd3r(¢*rr* — ¢m) . (3.31a)
Die dazugehorigen Operatoren lauten

Q0= 2 [@r(@iit - i) (3:31b)

Qui=4q I &k (Rak — fick) (3.310)

Daraus lesen wir ab:
» Die a-Teilchen haben die Ladung q

» Die c-Teilchen beschreiben die zugehoérigen Antiteilchen mit Ladung —g (sonst iden-
tisch, positive Energien)

» Ist das Feld reell, kann es nach (3.31a) nur Teilchen der Ladung Null beschreiben, d.h.
Teilchen sind gleich ihre Antiteilchen (Majorana-Teilchen).

» Komplexe Felder sind in der Lage, die geladenen " und 1w~ -Mesonen zu beschreiben.

» Aber auch K° und fo, die nicht elektrisch geladen sind, werden durch komplexe Felder
beschreiben. Sie unterscheiden sich in der Hyperladung Q nach Gleichung (3.31a). Sie
sind also keine Majorana-Teilchen.

N
~N
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e) Impuls: FEine weitere Erhaltung folgt aus der Translationsinvarianz aus (3.4a).

dp=0 , dxl=¢' (3-32)
Daraus
p= —Jd3r(nv¢+n*v¢*) (3.33a)
bzw. die Operatoren dazu
p= —Jd3r(nv¢+n*V¢T) . (3.33b)

Dies konnen wir als Impuls verstehen, denn tatsédchlich folgt fiir das Klein-Gordon-Feld
Pi= Jd3k hk (Rax + k) . (3.330)
3.2 Das Dirac-Feld

3.2.1 Kanonische Variablen

Wir versuchen es mit der Lagrangedichte

L =ihc@y 3, — mc*Py (3.34)
Die Ableitungen liefern
L
oL _ :ai = —mc’y (3.35)
oy = U.fz = Y 3.35
oL R
T incyy* (3.35b)
v,
oL . .
F7i incy"d,p — me*y (3.35C)
oL
— =0 (3.35d)
a(ll,u 3.35
Daraus folgt schlieflich
oL oL . Yy
- _ [ o 2
oy Oy aﬂu ihco,py* —mce gy

= —ihc@y*d, — mc*y = 0

ad,b = (3,a)b .
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Man erhalt also

Py o, + —hc y=0 (3.36a)
und
oL oL
7= _ [t H _ 2 —
T Oy v, ihcy*o, —mc°y =0, (3.36b)

also die Dirac-Gleichung und ihre adjungierte. Die Impulsdichten sind mit

£ gy + ihc@yopw — me2 Py (3:37)
_ 9L 63 gm0 _ iyt
™= oy ihpy” =ihy", (3.38a)
w=2L o, (3.38b)
oy

gegeben.
Damit lautet die Hamiltondichte

H=my+ Y.L
82 (- ihpy"°) ¢ — ihcpy'ay + mc* Gy

= (- 1) ¢ — ihe@y'oy + me*py

= —ihcPy'oy + mc*Py.

Auf den ersten Blick hdangt die Hamiltondichte nicht von der Impulsdichte ab. Dies stimmt
jedoch nicht ganz, denn wir diirfen nicht vergessen, dass

ez 1,
= gy (3.39)

gilt. Somit lautet die Hamiltondichte

2
H = —crty’y'op + %Ey"y

2

= el + T my'y

= %Eyo (—ihcy"al + mcz) v, (3.40)
N —- J

in der wir den Dirac’schen Hamiltonoperator Hp wiedererkennen.
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3.2.2 Quantisierung

a) Hamiltonoperator Fir die Quantisierung bietet sich der Weg aus Abschnitt 3.1.3 an. Der
erste Schritt besteht dann darin, die Losungen der Dirac-Gleichung zu bestimmen. Diese
lauten

mc? —ikyxH * ik xcH
- Zj 2TT)W/]:T(b(k,s)u(k,sm ke @ (k, ) v (K, 5)elke ) (3.41)

mit den Spinoren

o Brmet (X (3.42)
- 2me? \ g omer Xs '

_ B+ mc? (5705 Xs
v = el ( e (3-43)

mit der Energie-Impuls-Beziehung

Ex = Vh2c2k® + m2c*

und den Relationen
(3.44)

(1 (0
Xi=\1g)" xi=17)- (3.45)

Der nichste Schritt, den wir bestreiten wollen, ist der Ubergang zu Operatoren.

( 1) mc ~ ikyyxh ~ ot
= ZJ(Zn)s/z\/i(b(k,sm(k,s)e b 4 1k, 5)v (K, 5)el) (5.46)

s=1,1

i =ihyy°

2 . I . —
Y J(er)3/2‘ /% (b7 (k, )Tk, )y ™™ + d(k, )T (k,s)y e ") (3.47)

s=1,1

Durch Rechnung folgt der Hamiltonoperator

H= Jd373{ jd3k Z Ex(bt(k,s)b(k,s) —d(k,s)d' (k,s)) (3.48)

s=1,1
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b) Ladung Analog zu (3.31¢) beim Klein-Gordon-Feld gewinnt man aus der Invarianz der
Wirkung unter einer globalen Eichtransformation die Ladungserhaltung,

Oyj* =0 mit j¥= —%al—ig =cyyty. (3.49a)
Daraus erfolgt die Erhaltung von |
Qa=aq J dsr% =q J dcrygy’y, (3.49b)
Qa = % Jd3rﬁg (3.49¢)
- qjd'fk S Btk )bk, s) + dtk,)d (K, 5)] . (3.49d)

s=1,1

c) Quantisierungsregeln Aus dem Vergleich der Klein-Gordon-Theorie und den experimen-
tellen Tatsachen wollen wir erreichen, dass b und bt Erzeuger und Vernichter von Teilchen
der Ladung g sind. AuBerdem sollen d und d* Erzeuger bzw. Vernichter der zugehorigen
Antiteilchen sein. Ein weiteres Problem was uns an der bisherigen Dirac-Theorie stort, ist
die nach unten unbeschriankte Energie. Eine rein positive Energie soll vorliegen. Alle diese
Forderungen lassen sich erfiillen, wenn man fermionische Vertauschungsregeln fir ¢ und 1@
postuliert. Dazu benutzen wir im Folgenden die Formulierung

{A,B} = AB+ BA .

{Po, P} = {Tra, T3} = 0 (3.50a)

{Gu(r,t), frp(r', )} =S8 (r — 1) (3.50b)

(h(k,s),b(k ,s)} = {d(k,s),d(k',s')} =0 (3.500)
{d(k,s),b(k',s")} = {b(k,s),dt(k',s")} =0 (3.50d)
(b(k,s),bT(K',s")} = {d(k,s),dT (K',s")} = §,+0%(k—k') (3.50€)

Mit diesen fermionischen Vertauschungsregeln ergibt sich die korrekte Beschreibung von
Elektronen mit der Ladung g = —e,

= [ @k 3 B [BY )bk, s) + d ek, 5)] (3.51)

s=1,1

:0: = —eJdSk > [bf(k,5)b(k,s) - d' (k,s)d(k,s)] . (3.52)
s=1,1
d) Impuls Fiir den Impulsoperator findet man

p: = Id3k S hk[b1 (k, )bk, ) + df (k, )d (K, 5) ], (3.53)

s=1,1

wobei sich die Komponenten des Impulses wie folgt ableiten lassen,

f]l = —ih J‘Qfalgd%‘ .
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3.3 Maxwell-Feld

3.3.1 Maxwell-Gleichungen und Eichfreiheit

Wir definieren den Feldstarketensor

0 -Ex/c -E,/c —E;/c
Ex/c 0 -B, B,
uv
F Elc B, 0 B, | (3.54)
E./c -B, B, 0
der sich aus den Potentialen
p/c
H =
A ( ’
via
F*Y = oHAY — oY AH (3-55)
gewinnen lasst. Damit lauten die Maxwellgleichungen
M99, For =0, (3.564)
OuF™ = poj" . (3.56b)
Fiir freie Felder wird j* = 0 und wir erhalten
O F" =0. (3.560)

Wie aus der Elektrodynamik bekannt ist, sind die Maxwell-Gleichungen invariant unter einer
Eichtransformation
AF e ATH = AH 4 OHA . (357

Flir uns wire es scheinbar sinnvoll, die Lorentz-Eichung
O0yA* =0 (3.58)
zu verwenden. Damit ist A* jedoch immer noch nicht eindeutig bestimmt, denn es gilt
0=0,A" =9,A" + OA, (3.59)
was fir jedes A" = A + A; mit O0A; = 0 erfiillt ist. Oft wahlt man A zusatzlich so, dass
cA’=¢p=0 (3.60)
erfiillt ist, was uns auf die Coulomb-Eichung
divA =0 (3.61)

fiihrt. Gleichung (3.60) und (3.61) bilden die sog. Strahlungseichung. Diese ist nicht kovariant,
bietet aber eine einfache Formulierung fir die Quantisierung und kann jederzeit in einem
gegebenen Inertialsystem formuliert werden. In der Strahlungseichung erkennt man, dass
das elektromagnetische Feld nur zwei Freiheitsgrade besitzt, denn A* hat vier Komponenten,
jedoch erhalten wir aus Gleichung (3.60) und (3.61) zwei Bedingungen fiir A*. Es gibt in der
Strahlungseichung daher nur die zwei Transversalkomponenten einer sich ausbreitenden
Welle zu bestimmen.
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3.3.2 Kanonische Variablen

Wir versuchen es mit der Lagrangedichte

1
L =——F,F" .6
apg T (3.62)

fir freie Felder.

Die Lagrangedichte ausgedriickt durch A* lautet:

A (@ - BuA,) (G4AY - 0VAY)

_ 1 1 .2 1 . 1 ) ,

= o (A"~ 3AVE (V91— rotar?)

360) 1 1 .2 )

~ 2m ;A — (rotA)

(355 1 2 L 2

AT (3.63)

Da zum Schluss nur noch die Raumkomponenten A in der Lagrangedichte vorhanden sind,
sieht man leicht, dass diese die relevanten Felder sind. Aus der Lagrangedichte lassen sich
die Impulsdichten bestimmen.

oL ey 1 1

L= — A\l — i
— i i A= e (3.64)

i

Durch die bereits bekannte Legendretransformation erhalten wir ebenso die Hamiltondichte.

H=>mAl-r= %uocz (2 + %(rotA)Z
y . 0
1 1

1 (1 2 & 1 (366
_ (L4 2\ _fop2 1 o
= m (CZA + (rotA) ) > E° + ZHOB .
3.3.3 Quantisierung
Wir postulieren die (bosonischen) Vertauschungsrelationen:
[A, A7) = [E',E/] =0 (3.67a)
&olE'(x, 1), A (x',0)] "2 [t (x, 1), A (x', )]
(3.67b)

= —ihsY83 (x — x')

Dabei muss jedoch die Eichung beachtet werden. Aus ¢ = 0 folgt divE = 9;E/ = 0. Aus
divA = 0 folgt 9;4/ = 0 und somit

OELAM] = 3L, AV B2 _inals st (x — x') £ 0. (3.68)
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Dies wird erreicht mit

i, . d3k o kikJ ) ,
ij S3 _ ') -, Stiltr) §3 _ ') — ij _ ik(x-x")
oYd(x—x") -6 0’ (x—x") 2n) <6 \klz)e . (3.69)
Damit erhélt man die Modenentwicklung
Al(r,t) huOc Z Jd3 £ (k A {a(k A) e kX 4 gt (k, ?\)e”‘“""} (3.70a)
/\ 1,2
wobei
cw = +|k| = k°. (3.70Db)
g(k,A) - k=0. (3.70C)
£(k,Ay) - g(k,A2) = 60+ (3.70d)

In dieser Notation zdhlt A die zwei Polarisationen und &(k, A) ist der Polarisationsvektor.
Damit findet man

[a(k,A),a(k’,A)] = [at(k,A),a" (k',A)] =0, (3.71a)
[a(k,A),a’ (k',A")] =& (k — k') (3.71b)

Mit diesen Relationen lauten die physikalischen Felder

E=-dotA=i ?ZHOC)3 Z ‘[dgk [—*e(k,A) a(k A)eikuxt 7d*(k,7\)eikﬂxu} ,

(3.72a)

hpoc? a3 k X E —ikyxH _ At ikt
=i\ oy AZ}J k {a(k Ae at(k, et | (3.72b)

Damit berechnet man

= JdSr.?{(S'GG) > jdfkhwkaf(k Na(k,A), (3.73)
872) = 1.2
pi= Y dekhka*(k Nadk,A) . (3.74)
A=1,2
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Behandlung von
Wechselwirkungen

Anmerkung: In der Notation wird ab diesem Kapitel auf eine Markierung von Operatoren
verzichtet.

4.1 Motivation

4.1.1 Geladenen Fermionen

Die bisherigen Felder waren wechselwirkungsfrei. Damit kann die Exitenz von Teilchen und
der sich daraus ergebenden MessgroRen wie Energie und Impuls bestimmt werden. Die
Teilchen koppeln jedoch aneinander.

>l Beispiel Die Forderung nach einer lokalen Eichinvarianz des Dirac-Feldes fiihrt auf eine

Gleichung der Form

(iy“au - %y“Au - %) Y=0 (4.1)

fiihrt. Diese beschreibt die Kopplung geladener Teilchen an das elektromagnetische Feld.

Fiir das nicht-freie Maxwellfeld (3.56b) erhilt man den Strom

J*=capyty, (4.2)
0, 0" AY (3'5‘?2:32';6[’) Hocapy” y. (4.3)

Dieser beschreibt die Kopplung des Maxwellfeldes an geladene Dirac-Teilchen.

Das Ziel ist die Behandlung dieser Wechselwirkung auf Basis der freien Felder. I«

4.1.2 Lagrangedichten fiir Wechselwirkungen

Eine Lagrangedichte, aus der sowohl (4.1) als auch (4.3) folgen, ist

o — _ 1 _
L =ihcyy'o,p — mczwgfr(auAv)(a“AV) —cquyrPpA, (4.4)
N . > «Ho —
Lp o Ly
Ly

mit
» der Lagrangedichte £, des Dirac-Feldes,
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» der Lagrangedichte £, des Maxwellfeldes in Lorentzeichung,
» dem Wechselwirkungsterm £;.

Im Gegensatz zu den freien Feldern kommen die Felder in hoheren Ordnungen als zwei
vor. Die zugehorigen Bewegungsgleichungen enthalten Terme, die nichtlinear in den Feldern
sind.

Im Allgemeinen werden Wechselwirkungen durch nichtlineare Terme beschrieben. Das
einfachste vorstellbare Beispiel ist ein Teilchen, welches mit sich selbst wechselwirkt.

4.1.3 Modellpotential

Ein mit sich selbst wechselwirkendes ungeladenes skalares Teilchen konnte beschrieben
werden durch

L = Lo + L[ y (4.53)
wobei
2
£y = 3 @ub) ) — -2 (4.5D)
L= fgdij . (4.5¢)

Dieses Modell hat jedoch keinen stabilen Grundzustand. Daher wéhlen wir den néchsteinfa-
cherer Term

£1=—%¢>4, g>0. (4.5d)

Dieses Potential hat die Form eines Mexican-Hat. Die daraus resultierenden Euler-Lagrange-
Gleichungen lauten

0L 0L wush 5 oy 2 3
Oy 3y 3 o 00+ + m°p + go°. (4.6)
Damit erhalten wir die Impulsdichte
oL :
™= d =¢
und die Hamiltondichte
. 2 ) 2
H ==L =T = S (@) (@' p) + -+ Tt (47)

Das System besitzt fiir reelle Massen einen Grundzustand bei ¢ = 0.

4.2 Formalismus zur Behandlung von Wechselwirkungen

Die nichtlinearen Terme lassen sich zumeist nicht explizit 16sen, daher ist eine stérungstheo-
retische Behandlung notwendig.
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4.2.1 Zeitentwicklung und Wechselwrikungsbild

Die Feldoperatoren der freien Felder folgen den Heisenberg-Bewegungsgleichungen
ihg = [¢,:H:], (4.8)

sind also im Heisenbergbild gegeben. Als Beispiel betrachten wir die Klein-Gordon-Gleichung
und berechnen die Heisenberg-Bewegungsgleichung fiir den Feldoperator ¢ (v, t)

2

[p(r,t),:H:] 23'23 /2% J d3de3k'E(k) {law allay fitr,t) + el [cf, e 1fi 0]
3.25

Dabei ist E(k) = hcko und [ak, al, ] = 5(k — k') sowie [c},cp'] = =5 (k — k') und somit

2mc?
h

[p(r,t),:H:] = h {Jde‘k axckofi(r,t) + cf (—ckofi (r, t))} .

Da die Funktion fx o e *«** jst, konnen wir den Term ck fx(r,t) als Ableitung nach der
Zeit interpretieren
ckofi(r,t) =icOct fu(r,t).
Damit erhalten wir schlieRlich
[¢p(r,t),:H:] =iho;p(r,t) . (4.9)
Eine formale Losung fiir den Feldoperator ist
Pu(r,t) = e g (r)e M (4.10)

Dabei symbolisiert der Index H, dass es sich um einen Operator im Heisenbergbild handelt
und entsprechend kennzeichnet S einen Operator im Schrédingerbild ¢g(v) = ¢y (r,0).

Im Folgenden werden wir eine typische Aufteilung des Hamiltonoperators
H=H,+H, (4.11)

verwenden. Dabei ist Hy der Hamiltonoperator des freien Feldes und H; beschreibt die
Wechselwirkung, welche wir als kleine Storung behandeln wollen. Dazu definieren wir zuerst
das Wechselwirkungsbild eines Operators A im Schrodingerbild, der eine explizite Zeitabhan-
gigkeit tragt

Aq(t) = Mot/ Ag(t)e ot/ (4.12)

was zu einer Heisenberg-Bewegungsgleichung

ihA;(t) = [A[(t),Hol +ihd, A (t) (4.133)

3tA, = ei'Hot/hatAseiiHot/h (413b)
fiihrt. Insebesondere gilt fiir Feldoperatoren

ih;(r,t) = [pr(r,t),Hol . (4.14)
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Diese besitzen keine explizite Zeitabhdngigkeit im Schrodingerbild. Nach (4.12) und (4.11)
entspricht die Wechselwirkungsdarstellung dem Heisenbergbild der freien Felder, also

¢i(r,t) = ¢H,freie Felder- (4.15)
Fir den Wechselwirkungsterm gilt dann
Hyy = eoUh L (@ () t), .. )e Hol/h — [ (&, (7, t),...). (4.16)

Verwendet man die Heisenbergdarstellung der Feldoperatoren, also zum Beispiel (3.11a) und
(3.11b) fir das Klein-Gordon-Feld, erhalt man automatisch die Wechselwirkungsdarstellung
Hy; des Wechselwirkungsterms H;. Damit ist Hy; explizit zeitabhdngig.

Die Zeitentwicklung im Wechselwirkungsbild lautet fiir einen Zustand
lpr(t)) = M [yg(t)) (4.172)
iho, @i (t)) = Hyp(t) |@i(t)) . (4.17b)

Wie wir sehen, wird die Zeitentwicklung nur durch H;; (im Folgenden nur noch H; genannt)
bestimmt. Der Zeitentwicklungsoperator ergibt sich dann zu

lpi(t)) = Ur(t, to) lyi(to)) , (4.170)
U (t, tg) = elfot/hg-io(t-to)hg-ioto/h (4.17d)

Dabei gilt stets
iho U (t,to) = HU; (¢, to) . (4.18)

4.2.2 Stérungsrechnung
Die formale Losung von (4.18) ist gegeben durch

: t
U(t, to) =11—% AHEUH t) . (4.19)
to

Dabei ist der erste Term in (4.19) so gewdhlt, dass die Unitaritdt von U (t, ty) gewdhrleistet
ist. Im Rahmen der Stérungstheorie benutzen wir einen Iterationsansatz der Form

U(t,tg) =1+ Z Uy, (t,to) . (4.20a)

n=1

Einsetzen von (4.20a) in (4.19) fithrt auf die Rekursionsbeziehung

.ot
1 ’ , '
Un(t, to) = ), dt'Hy (") Up-1 (', bo) - (4.20b)
0
Damit ergibt sich schlieflich
(4.20a) i ! ’ ’ 1 ! ’ v " ’ "
Un(t,ty) =7 —— dt'H;(t") — — dt dt”"H;(t")H;(t") +... (4.21)
(420b) h to h? to to

Mit dem Zeitordnungsoperator T kann dieser Term vereinfacht werden. Seine Wirkung ist

T(A(t1)A(t2)A(t3)A(ts)) = (x1)P Aty ) A(tw,) - - (4.22a)
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Fiir Bosonen wird das positive Vorzeichen benotigt, fiir Fermionen das negative. Dabei steht
p fir die Anzahl der Permutationen, die bendtigt werden, um ein zeitgeordnetes Produkt zu
erzeugen, also

fog <loy <loy... (4.22b)

Fir einen Term n-ter Ordnung in (4.21) lasst sich dann schreiben

th-1
€ dtlj dt, .. j At Hy (0 Hi () ... Hi (t)

22 1
laz20 j at, [ at... j Aty TCH (6 Hi(t2) ... Hy (£)) (4.23)
(4. zzb) nlhn to

oder schlieflich
N
Ut to) 2+ Z (- i) dt, .. f dt, T(Hy(t) ... Hy (£,))
4.23) h to
= Teh lig 4CHIE), (4.24)
In einer Storungsrechnung bestimmt man nicht die volle Reihe in (4.24), sondern die nied-
rigsten Ordnungen, also zum Beispiel

it
U (£, ty) = —% CH () dr (4.25)
0

fir die erste Ordnung, was dann auf einen genédherten Zeitentwicklungsoperator der Form
Ul(t,to) = 1+ Ui (t, to) (4.26)

fiihrt.

4.2.3 Die Streumatrix

Wir wollen im Folgenden Vorgange betrachten, die wie folgt ablaufen. Am Anfang (t — —o0)
liegt die Situation vor, dass sich ein freies Teilchen dem Streuzentrum néhert, gestreut wird
und zu einem Zeitpunkt t — oo wieder als freies Teilchen behandelt werden kann (siehe auch
Bild 6). Fiir zwei Teilchen haben wir anfanglich den Zustand

%a*(kl,sna*(kz,&z) 10), (4.27)

wobei der Zustand |0) den Vakuumszustand beschreibt. Unter der Annahme, dass der freie
Zustand |i) zur Zeit t — —oo vorliegt, erhalten wir fir die Zeitentwicklung

11) = [k1,S1) Lk2, S2) =

lpi(t)) =U(t,—o0) |7) . (4.28)

Zur Zeit t — o liegt der Endzustand | f) vor, der sich erneut durch freie Teilchenzustande
beschreiben lasst,

[ f) =Ul(oo, t) lps(t)), (4.29)
lwe(t)) =U(t, o) |f) . (4.29b)
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Elementarteilchen \ Elementarteilchen
bewegen sich entfernen sich
aufeinander zu ~_—7 voneinander

Wechselwirkungsbereich

» 6 Einfallende Teilchen verhalten sich fiir Zeiten t — — oo wie freie Teilchen. Nachdem sie den
Wechselwirkunsgbereich durchlaufen haben, sind sie fiir Zeiten t — c wieder als freie Teilchen zu
interpretieren.

Es folgt fiir die Wahrscheinlichkeit, dass der Ubergang |i) — | f) stattfindet
(We) | wi(t)) = (f | U(eo,—00) | i) = Sy, (4.30)
mit dem Element Sy; der Streumatrix S. Daraus folgern wir

S = U(w,—o00) “42¥ T e IFudt/Hitt) (4.31)

Vorgehen: Um die Streumatrix S bestimmen zu kénnen, entwicklen wir S in eine Storungs-
reihe. Dies ist jedoch schwer auszuwerten, da wir gesehen haben, dass normalgeordnete
Produkte relevant sind, der Zeitordnungsoperator T stort jedoch diese Normalordnung. Ein
zeitgeordnetes Produkt ldsst sich jedoch in ein normalgeordnetes umschreiben.

Als Beispiel betrachten wir einen Wechselwirkungsterm der einen Feldoperator eines reellen
Feldes ¢ enthalten soll,

b - Jd3kakfk(x) Falfyix).

In zweiter Ordnung Stérungstheorie erhalten wir

I dtlj dt> T(p(t1) p(t2)) .
Durch die Zeitordnung treten darin Terme der Form
Ak, Ak, Ak, Ak, Ak, Ak,

auf. Insbesondere kommt dadurch jede erdenkliche Kombination der einzelnen Erzeuger
und Vernichter vor. Betrachten wir nun ein Matrixelement der Streumatrix

(ka|S1kp) ,
so ist hierfiir die Darstellung
Sav = <ka ‘ ahakb ’ kb> (4.32)
besonders einfach, denn

Sap = <0 ‘ akaa,taakba;rch ' 0> .
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Damit ist jeweils nur eine Vertauschung
to_ at
Ak, Ak, = Tk, g, + X

t t
akbakb = iakbakb +y

notig, um die nichtverschwindenden Terme x und y zu erhalten, alle anderen fithren zur An-
wendung von Vernichtern auf den Vakuumszustand |0) und damit verschwinden diese. Das
Vorzeichen ist hierbei + fir Bosonen und — fiir Fermionen (Kommutator/Antikommutator).
Der Term in (4.32) ist gerade normalgeordnet. Eine Verallgemeinerung tiberlegt man sich
leicht fiir hohere Potenzen der Operatoren. Unter einer Normalordnung hoherer Potenzen
versteht man die Form,

a,ﬁl a,tz e Ak, Ak

in der alle Erzeuger links und alle Vernichter rechts stehen. Die Reihenfolge der Indizes 1,2...
ist nur fir Fermionen relevant, bei bosonischen Operatoren kommutieren die einzelnen ay,
repsketive a,‘:i untereinander.

4.2.4 Wicksches Theorem

Wir fiihren die Kontraktion zweier Operatoren ein.
IAEI = T(AB) —:AB: (4.33)
Von der Zeitordnung wissen wir, dass
T(AB) = AB (4.349)
gilt, falls die Operatoren bereits zeitgeordnet sind, ansonsten gilt:

BA =AB+ BA — AB = AB + [B,A] Bosonen
T(AB) = . (4.34b)
—BA = AB—-BA — AB = AB - {B,A} Fermionen

Analog gilt fiir die Normalordnung, sofern AB bereits normalgeordnet ist
:AB: = AB.
Ist jedoch B ein Erzeuger und A ein Vernichter, so gilt:

AB + [B,A] Bosonen
:AB: = (4.35)

AB — {B,A} Fermionen

Fiir die Kontraktion verbleibt:

ae{1,0,-1}

B alB,A] Bosonen
— —a{B,A} Fermionen
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Die Kommutatoren/Antikommutatoren der Feldoperatoren sind nach den Quantisierungsre-
geln aller behandelten Felder keine Operatoren sondern komplexe Zahlen, welche gegebe-
nenfalls noch mit Einheiten multipliziert sind, also

(0] & |0) = Ixﬁ (4.36)
weiterhin gilt
(0]:AB:|0) =0 (4.37)
und damit s
0| T(AB)|0) “2¥ AB . 38
(0| T(AB) | )<4_37)|_| (4.38)

Flr ein zeitgeordnetes Produkt erhdlt man damit

T(AB) “2”:AB: + AB 2" :AB: + (0| T(AB) | 0) , (4.39)
also das normalgeordnete Produkt addiert mit einer komplexen Zahl, namlich nach (4.38)
den Vakuumserwartungswert von T (AB). Die Verallgemeinerung lautet (ohne Beweis)

T(A1A>...Ay) =:A1A> .. Ayl
+iA1A LA AT AYAS LA+ L
— —
(4.40)

+ :A1A2A3A4...An: + :AlAzAg A4A5 LA+
| IS ) E— | I | I

+:1A1A) A3AL AsAg .. Api+ 1 AJA A3AL As AgA7 LA+ L
[ S | IS | E— L 1L 1 L |

wobei in der zweiten Zeile in (4.41) jeweils alle Moglichkeiten einer Kontraktion in der
Normalordnung auftreten, in der zweiten Zeile alle Méglichkeiten zweier Kontraktionen, in
der dritten Zeile alle Moglichkeiten dreier Kontraktionen usw. Dies ist das Wicksche Theorem.
Treten bereits normalgeordnete Terme in (4.40) auf, zum Beispiel T (:AB:CD:EF:), so entfallen
in (4.40) die Kontraktionen, welche zwei Operatoren aus demselben normalgeordneten
Produkt enthalten wiirden.

4.3 Propagatoren

Propagatoren stellen die trivialste (ndmlich keine) Wechselwirkung dar. Als Beispiel betrach-
ten wir ein Teilchen, das sich zum Zeitpunkt ¢; am Ort #; befinden soll. Es wird dabei durch
den Zustand

lp(ri, 1) = i (ri,t:)[0) (4.41)

beschreiben. Wir wollen nun die Wahrscheinlichkeit wissen, mit der das Teilchen zum
Zeitpunkt t, am Ort # ist. Dazu benotigt man

(W, t) | Wr, 1) "2V (0| pra t) Pt k1, 1) | O) . (4.42)
Der Feynman-Propagator
Ap(x = x) = =i{0 | T(p )bt (x) | 0) “2¥ —ip ()t (x) (4.43)
N |

tritt typischerweise in Zeitentwicklungen auf. Seine Bedeutung wird klar, wenn wir die beiden
Féllet > t"und t < t’ und die dazugehorigen Orts-Zeit-Diagramme in Abbildung 7 betrachten.
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Transport eines Teil- Transport eines Anti-
chens von x" nach x teilchens von x nach x’

> Ort : > Ort
X 7

> 7 Links:t > t": (0| p(x)pT(x') | 0). Rechts: t < t': (0| pT(x")p(x) | 0).

4.3.1 Feynman-Propagator fiir das Klein-Gordon-Feld

Wir rufen uns die Feldoperatoren des Klein-Gordon-Feldes in Erinnerung,

(3. 11a) ZMC

Pir,0) 2 S [ Skanfilr,0) +clfi (r,0
und berechnen damit den Feynman-Propagator

Ar(x = x) 4 (0| T(d(x)pT(x)) | 0)

2
- 2 Id3kjd3k’{fk(r,t)f,j vt (0] axal, | 0)
|
~5(k—K')
+ fir, V) fie (', ) (0| arcy | 0) +fE(r, ) s (', 1) <0 ) ckak ‘ 0>
0 y
= -0

+ fr, 0 fie (', ) (0 | el | 0>}®(t —t)
—
ch

Jd3de3kfk ', t)fEr, t)s(k—kHO(t' —t)

7imc2ﬁ Jdgkﬁ {efiku(xﬂfx’u)®(t _ tr) + eiky(xufx'u)Q(tr _ t)} )

(3.9b)

Oder anders geschrieben,

, . d*k mc? Ziky (xH—x"H) ’ ik (xH—x'H) ’
Ap(x —x") =-i WW{Q POt —t') + e 0e(t _t)} . (4.44)
Die beiden Summanden lassen sich auch einheitlich schreiben. Dazu machen wir einen
kleinen Ausflug in die Funktionalanalysis und betrachten das Integral

e—iko(x0=x"0) g —ik;(x'-x"))
J dko
C1

ke = (5)°
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Iko
A
ko = - MT 24 > (ki)? ch ko = (%)Z+Zi(ki)2:%
@ @ > (Rk()

» 8 Integrationsweg von c; der den Pol bei E/ch enthilt.

Indem wir den Nenner etwas umschreiben, konnen wir die Polstellen verdeutlichen

ke = (79" = (ko =T+ (2 (ko + TR+ (/e

Das Ergebnis des Integrals, das sich fiir den Weg aus Abbildung 8 ergibt, ist dann das
Residuum fiir den Pol bei E/ch.

i 0_,/0 ik (xl— '/l .
J e iko(x¥-x )e"‘t("z" )dko _ 271 e-1ko (x0=x"0) ik (xi—x'1)
i)2 2
o kkb — (%) ko + +/(k1)2 + (mc/h)
e—iku(x“—x"‘) 2717i e—iku(x“—x’“)
=2mi———=—-ch——F+—, .
ke > EK) (4.45)

oder anders ausgedriickt

2mc dtk et (4;15)*'1 'k me? iy, anoxm)

h o @mtkuke = (me/h)? 2m)3 E(k) (4-46)

Nun kann man den Integrationsweg noch vereinfachen, indem man die Pole infenitesimal in
der imagindren Ebene verschiebt (siehe Abbildung 9),

2 . i

( V(ki)? + (me/h)? N (mC/h)Z) .
2 i

<k0+ (ki)? + (mc/h)? - (ki)2+(mc/h)2)

— kik! + (mc/h)? +1ic + O(&?)

Damit ergibt sich fiir die Kontur c,
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AN k
\ 1
\ 1
\ ]
\ ]
\ .
\ )/ Integrand verschwin-
\ n .
N ./ det auf diesem Ab-
\
\ / schnitt
A ’
A e
S 4
S e
.. -

» o Neuer Integrationsweg

I kke = (e vie T OB L kki —(me)? vie E4D

J - e iku (xH=x"H) dko 0 @ik (xH —xH) dko
a1

und es folgt
d3k mc? iy () (4:46) mc d4k e—ik,,(xﬂ—xru)

) emi B wan " h ) QRm)t kyki — (mc/h)? +ie (4-48)

Fir den zweiten Summanden mit dem Term ©(t' — t) findet man exakt dieselbe Darstellung,
man kann also ohne Einschrankung der ®-Funktionen schreiben

mc d4k eiku (xH=x"H)

7y (4.48) , TC
Arle =X1) 202 ) @i ki = (meih? +ie (4-49)
Der lim,_, wird oft nicht geschrieben, ist aber immer im Hinterkopf zu behalten!
4.3.2 Dirac- und Maxwellfeld
Vollkommen analog kann man Propagatoren fiir das Diracfeld aufstellen
Sp(x —x") = —ig(x)P(x’)
|
= -0 wewx) |0)
J d*k k+ % (450)
= 5 . 4.50
CTO ek — (7€) 4 i
Flr das Maxwellfeld, das heift fiir den Photonenpropagator, ergibt sich
4
Fr,(x —x') = - dk Mioceik“("“”"")naﬁ + Eichterm . (4.51)

(210)% Ky kH + ie
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Quantenelektrodynamik

5.1 Wechselwirkungsterm

5.1.1 Streumatrix

Die Quantenelektrodynamik behandelt die Wechselwirkung von Teilchen der Dirac-Gleichung
(Elektronen, Positronen) mit dem Maxwellfeld (Photonen). Ausgangspunkt ist hierbei die
Lagrangedichte (4.4), insbesondere der Wechselwirkungsterm

L= —cepy ' PpA,: = —cerAyY: (5.1)

mit den Feldoperatoren

J dk /"éc bk, 5)u(k, s)e " + dtu (k,s)eks' ]
s= H

huoc? FE
(21T)3 ZJ k

a(k A)e tkuxt a*(k,}\)e”‘"’(”}

und der Ladung q = e = —ey < 0. Wir finden also fiir den Hamiltonoperator der Wechselwir-
kung

Hp: = J:.’J-[,:d%f =ce J WAy dBr . (5.2)
Damit lautet die Streumatrix der QED

S = Te*iff"m :Hp:dt/h

_ Te—i]:ﬂ{[:d"'x/(ch)
§2) pa-ie[FAp:dix/h
o 1 ( ie (e —
=> o Th TH A @ (x) A @ (x): (5.3)
n=0 i=1
sowie die Terme erster und zweiter Ordnung
sw=-% Jd‘*x POAX) P 0):, (5.42)
1

N
2 (3) [t d e A w )T A (xa): (5.4b)

s@ =
2
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5.1.2 Rechtfertigung der Stérungsreihe

Fiir jede Ordnung ergibt sich in grober Naherung

e/h J d*x gAY x): = V& (5.5)

mit der Feinstrukturkonstanten « ~ # Wie wir spéter sehen werden, tragt nur jede zweite

Ordnung zu den Ubergangsamplituden bei, sodass die Storungsreihe (5.3) einer Entwicklung

nach der kleinen Zahl % entspricht.

5.2 Feynman-Diagramme

Die Aufgabe der QED besteht nun darin, die einzelnen Ordnungen der Stréoungsreihe aus (5.3)
auszuwerten, um damit physikalische Prozesse zu erklaren. Dabei sind aufgrund von 3n
Feldoperatoren in n-ter Ordnung, 2 Erzeugern oder Vernichtern in den Modenentwicklun-
gen (3.46) und (3.70a) und der Zeitordnung viele Terme zu erwarten. Bei deren Sortierung ist
eine graphische Darstellung in Feynmandiagrammen hilfreich.

Die typische Auftragung erfolgt in Raum-Zeit-Diagrammen,

v

wobei diese Achsen eigentlich nie gezeichnet werden.
In den Feynman-Diagrammen treten folgende Symbole auf:

» Elektronen als durchgezogene Linien mit Pfeil in positiver Zeitrichtung:

ARY4

» Positronen als durchgezogene Linien, allerdings mit Pfeil in negativer Zeitrichtung in
Anlehnung an die Feynman-Stiickelberg Interpretation:

“

» Photonen als gewellte Linien (ohne Pfeil, da es keine unabhéngigen Antiteilchen gibt):
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» Externe statische (waagrecht im Diagramm) Felder sind durch Wellenlinien mit einem
Kreuz am Ende gekennzeichnet:

DaGVAVAVAVAV:

» Das Erzeugen und Vernichten von Teilchen, also das Auftreten der Operatoren a, af,
b, bt, d, dt wird durch einen Punkt (Vertex) gekennzeichnet:
°
Mit diesen elementaren Bausteinen kann man folgende Situationen beschreiben:

» Ein- und auslaufendes Teilchen, also freie Teilchen bei t = +o haben nur auf einer
Seite einen Vertex. Zum Beispiel ein einlaufendes Elektron und auslaufendes Positron

Vernichter b des Elektrons Endzustand | f)
Anfangzustand |i) Photonenerzeugung a'
bli) (flat

» Sogennante innere Linien, Linien mit zwei Vertizes beschreiben ein Teilchen, das in
einem Prozess erzeugt und anschliefend in einem weiteren vernichtet wird

f Vernichter eines Positrons d
- Erzeuger eines Positrons df

Innere Linien beschreiben Teilchen, welche nach aulen nicht auftreten konnen - sie
werden virtuelle Teilchen gennant. Sie treten in Kontraktionen auf, zum Beispiel

w2 isy

—

Diese enthalten immer die Propagationen von Teilchen und Antiteilchen, daher stellt

man sie im Diagramm ohne Zeitrichtung dar.
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5.3 | EIN PROZESS ERSTER ORDNUNG
5.3 Ein Prozess erster Ordnung

5.3.1 Beitrag zur Streumatrix
Im Folgenden wollen wir die erste Ordnung der Streumatrix
S 522 [@ix 0P

naher betrachten. Dazu definieren wir zunéchst folgende Abkiirzungen:

w, = ;;"1 J‘;I;\/?izb(k,s)u(k,s)eik“x” (5.6a)

Pyt = d’k be(k s)u(k, s)ekux” (5.6h)
e u

W= ¢’k \/Woﬁ(k s)v(k,s)eknr" (5.6¢)
f H

Wy = J A’k \/Wd(k $)V(k, s)e kux (5.6d)
f H

Aae = \/7“5? RS E“(k N ak, ek (5.60)

Agia = \/ZJTC)S ;Jcﬁksi‘/%) at (k, A)eikux” (5.6f)

Alle Operatoren treten in (5.4a) am selben Raum-Zeit-Punkt auf, das heilt es gibt nur einen
Vertex. Allgemein gilt, dass in der Ordnung n aus (5.3) n Integrationsvariablen x* vorkommen
und damit n Vertizes. Damit findet man

<
s
I

e
S 62 _ (o /p) mey"‘Aaagb d*x /ﬁ
e Y
e’ e
— (ie/h) J U Y Wy Asad'x y
Y
Y e~
~ Ge/h) [ Wary“Aata, d'x V
-
—(ie/h)J%y“%\mﬂbﬁ d*x ¢ \@/ ‘
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— (ie/h) I%y“Amgb d*x . /?\ X
e y e
o
—(ie/h)J Way W gt Anndix //é
e Y
Y
= Gie/h) [ AwralPayw, d'x /f\
e et
Y et
— (ie/h) JAa»r(X Way W, dix }/ (5.7)
o+

5.3.2 Verschwinden der Matrixelemente

a) Anfangs- und Endzustinde FEin konkretes Matrixelement
(fISM1i)

verschwindet nur dann nicht, wenn |i) und |f) die Teilchen enthalten, die in (5.7) erzeugt
oder vernichtet werden. Als Beispiel betrachten wir die Zustande

i) = a'(ki,A,)10) (5-82)
Lf) = bl (ky, s5)d' (k3,5 10). (5-8b)

Dabei verbleibt nur der zweite Term aus (s.7). Er enthélt die Operatoren bd'a und damit

(0ldb (d*bta) at|0)y # 0 (5.9)
W )

fiir geeignete k, A und s. Betrachten wir hingegen den ersten Term aus (5.7), so enthalt dieser
das Matrixelement

(0ldb(btab)a'l0) =0, (5.10)

wobei das Ergebnis trivial zu sehen ist, denn die Operatoren a' und b vertauschen und somit
wenden wir einen Vernichtungsoperator auf den Vakuumzustand an.

Der zweite Prozess aus Gleichung (5.9) heilt Paarerzeugung, dabei verwandelt sich ein Photon
in ein Elektron-Positron-Paar.
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b) Energie- und Impulserhaltung Dass es geeignete Anfangs- und Endzustdnde gibt, heilRt
noch nicht, dass der Beispielprozess auch existiert. Das Matrixelement muss ungleich Null
sein. Eine explizite Rechnung (vgl. Ubungen) fiir einen dhnlichen Prozess liefert

(0ld (K3, s5)b(ks, s5) (~ie/h) thfyaﬂmf\m d*x la'(ki,A1)[0)

_ —iemc3 /i u(ky, s5)y*v (K, s3)ex(ki, A1) 59 (K, + K, — k) (5.11)

A 4TrhEk;Ek; Wi,

Die 6-Funktion fordert die Erhaltung des Viererimpulses am Vertex (also die Energie- und
Impulserhaltung). Im vorliegenden Fall lasst sich beides nicht gleichzeitig erfiillen. Gleiches
gilt fiir alle acht Prozesse aus (5.7), das heilt alle Prozesse erster Ordnung existieren in der
Natur nicht.

5.3.3 Externe elektromagnetische Felder

In Fallen, in denen das elektromagnetische Feld in guter Ndherung als duReres klassisches
Feld behandelt werden kann, sind Prozesse erster Ordnung mdoglich, zum Beispiel die Mott-
Streuung

S = (ie/h) [ Ty Aatri, d'x, (512)

wobei hier ein klassisches Viererpotential der Form A = (¢/c,0,0,0) angenommen wird.

Hierbei handelt es sich im eigentlichen Sinne um keinen Prozess erster Ordnung, da die
Annahme eines klassischen Feldes nur dann gerechtfertigt ist, sofern eine hohe Anzahl von
Photonen vorliegt. In der ersten Ordnung ist jedoch nur ein Photon involviert.

5.4 Feynman-Regeln

Gleichung (5.11) lasst erkennen, welche Ausdriicke aus den Feldoperatoren nach Auswertung
aller Integrale im Ergebnis auftreten. Die Feldoperatoren konnen nach (5.2) jedoch einzelnen
Ausdriicken aus den Feynman-Diagrammen zugeordnet werden. Das funktioniert auch fir
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hohere Ordnungen systematisch und eindeutig. Daher gibt es feste Regeln, nach denen man
ein Feynman-Diagramm in ein Element der Streumatrix in der Form (5.11) umschreiben kann
und umgekehrt. Dies erspart eine explizite Rechnung. Dabei lauten die Feynman-Regeln wie
folgt:

» Die Ubergangsamplitude |i) — | f) ist durch eine Stérungsreihe
Spi= SISl = 65 + Z Ny (5.13)

gegeben.

» In der Ordnung Sfl) treten alle topologisch verschiedenen Feynman-Diagramme n-ter
Ordnung (n Vertizes) auf. Jedes dieser Feynman-Diagramme ergibt eine Teilamplitude
Sfi,m mit

Sy Z Sfim - (5.14)

Die Teilamplitude lasst sich nach folgenden Regeln aus dem Diagramm auslesen, wobei
alle Terme multiplikativ auftreten. Die Terme innerer Fermionenlinien werden entgegen der
Pfeilrichtung aus dem Diagramm abgelesen und dann von links nach rechts geschrieben.

» Elektron
2
= %1 / me u(k,s) einlaufend
V21T Eg
7 4 / uk,s) auslaufend
» Positron
2
/ me v (k,s) einlaufend
k
/ v(k s) auslaufend
F 1/
» Photon

» Vertex = _%(2")4)/0(6(4) (Zi,ausl. ki - Zi,einl. kl)

» Innere Fermionenlinie

d'k o )‘f d'k K+ me

N iJ 2misr (210)% ki — (mc/h)? + e

wobei die Impulse gegebenenfalls nicht durch ein- und auslaufende Zustinde festgelegt
sind.
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» Innere Photonenlinie

dk hApocnqg
(21r)* ky kv + ie

. d*k  « B
LAVAVAVAVAV B IJWDFM(") =-i

» Ist eine ungerade Anzahl an Transpositionen notig, um die Fermionenoperatoren in
Normalordnung zu bringen, so wird das Ergebnis mit —1 durchmultipliziert.

» Flr jede in sich geschlossene Fermionenschleife wird das Ergebnis ebenfalls

mit —1 durchmultipliziert.

5.5 Ausgewdihlte Prozesse 2. Ordnung

5.5.1 Streumatrix 2. Ordnung

Die Streumatrix zweiter Ordnung lautet umgeschrieben in ein normalgeordnetes Produkt

N
3 (=5) [ s de [0y Aa e w (e Ty Ag G ()

P )y Aa(x )P (x) P (XZ)YBAB(XZ)W(XZ)

§@

+ P (x)y™ A (x)W(x)P (xz)yﬁAs(xZ)t,U( 2):

+ P ) y* An(x1) WX P(x2) YPAg () @ (x2):
e — |

+

TP Y Aa(x) P (X)W (x2) yPAg (x2) W(xz)

TP Y A (x1) P (x) W (x2) YPAg (x2) @ (x2) -

|

(5.15)

+

+ 1P (1) y* Aa (1) Wx) P (x2) P AR (x2) Wi(xo):

|
L 1

+ P (x) Y™ A1) W)W (x2) YPAp(x2) wix) |,
L — 1

wobei berticksichtigt wurde, dass kommutierende/antikommutierende Operatoren eine
verschwindende Kontraktion haben.

5.5.2 Vorkommende Prozesse

Sortiert nach den Zeilen von (5.15):

» 1. Zeile: Verdopplung der Prozesse erster Ordnung und damit kein Beitrag zur Uber-
gangsamplitude
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» 2.und 4. Zeile: Prozesse mit einer inneren Fermionenlinie, zum Beispiel die Elektron-
Photon-Streuung

i

» 3. Zeile: Prozesse mit einer inneren Photonenlinie, zum Beispiel die Elektron-Positron-
Streuung (Bhaba-Streuung)

b

» 5.-7. Zeile: Prozesse mit zwei inneren Linien, zum Beispiel die Vakuumpolarisation
(virtuelles Elektron-Positron-Paar)

e

» 8.Zeile: Sog. Vakuumblase, welche einen divergierenden Anteil liefert und daher igno-
riert werden muss.

D

5.5.3 Elektron-Elektron-Streuung (Mgller-Streuung)

a) Ubersicht iiber die Terme Das Feynman-Diagramm ist

=

und gehort zum Term

1 de\? (- _
S@ = 5 (_%) J:WM (Xl)}/aAa(Xl)ﬂb(Xl)WbT(XZ)yBAﬁ(xz)ﬂb(XZ):dxl dx,. (5.16)
L |
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Die zugehorigen nichtverschwidenden Anfangs- und Endzusstéande sind

[i) = b'(kq,51)b1 (k2,52) 0) , (5.172)
|f) = bt (ky,s))bt(k,,s5)10) . (5.17b)

Die Tatsachen, dass in den Modenentwicklungen der Feldoperatoren alle Impulse und Spins
vorkommen und somit die Zustiande (ki, s1), (k2,s2), (k,s;) und (k3, s5) mit jedem Vertex
verkniipft sind sowie durch die Integration tiber alle Zeiten in [ dx; [ dx;... die zeitliche
Reihenfolge vertauschbar ist, fithrt darauf, dass sich hinter dem Feynman-Diagramm vier
Summanden verbergen, die sich aus (5.16) ergeben.

(k5, s5) (ky,s7)
(kl,s1 (kz,sZ
kz,sz) (k2, $2)
(ki,s1) (ki,s1)
(ky, 1) (k3,s3)
(k3,s5) (ki,s1)
(k1,31 (klySl
(k2,s2) (k2, s2)

Dabei heillen die Diagramme des ersten und dritten Summanden direkte Streuung und die
des zweiten und vierten Austauschstreuung.

b) Streuamplitude Die Streuamplitude ergibt sich aus den Feynman-Regeln. Fir die direkte
Streuung erhélt man (mit dem Photonenimpuls k)

» am linken Vertex

1 mc?
(2")3 A EklEki

» am rechten Vertex

w5y ks, ) (= ) @S K; + Ky — k)

1 mc?
(21)% |Ey, Ey,

» durch die innere Photonenlinie

7.1 d*k  Apocnag
(214 kpukp +ie

WK, 5y ulks,52) (— ) 6 (K~ — ko)
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Das Produkt dieser drei Terme liefert die Streuamplitude

NG o1 (mc?)2e?poc

ir =1 P
ek @2m)? n [Ex, By, ExyEx,
% Jd4kp W (ki +kp — ki )u5(4)-(k{2 —kp — ko)
kpukp +ie

N (ky, sy ulky, s1)u(ky, s5)yPu(ks, s2)

B iezmzcsuonaﬂ(ki,Si)y“u(kl,sl)ﬁ(k;,sg)y’*u(kz,h)5(4,(k, Kk — k)
- 1 2 -

(271)2h, |Ex, Ex; Ex, Ex, (k1 — K,) (KY = ki)

(5.18)

Hier wurde nur eines der beiden Diagramme der direkten Streuung berechnet. Das andere
unterscheidet sich nur durch k, — —k, und fiihrt auf dasselbe Ergebnis. Tatsachlich sind
beide Félle bereits in den Feynman-Regeln enthalten. Die beiden Diagramme sind topologisch
dquivalent, nur eines wird berechnet. Die Zahlenfaktoren in den Feynman-Regeln sind darauf
angepasst. In jeder Ordnung n kommen n! identische Terme vor, die sich mit dem Faktor %
der Reihenentwicklung (4.23) aufheben.

Durch die Erhaltung des Viererimpulses an den Vertizes hat das Photon einen eindeutigen
Viererimpuls. Dieser erfiillt aber nicht die Dispersionsrelation w = c|k|, es handelt sich
hierbei um sogennante virtuelle Photonen. Treten zwei innere Linien auf, so ist der Impuls der
zugehorigen Teilchen nicht festgelegt, da die Viererimpulse der Vertizes auf beide aufgeteilt
werden konnen.

k-k

Der Term der Austauschstreuung unterscheidet sich in zwei Punkten von (5.18):
» der Vertauschung (k;, s5) - (kj,s}),

» einem zusdtzlichen Minuszeichen durch eine zusdtzlich benotigte Permutation der
fermionischen Feldoperatoren.

5.6 Wirkungsquerschnitte

Beobachtbar im Experiment sind Wirkungsquerschnitte, also die Rate eines Ubergangs eines
durch die Flache do einfallenden Teilchenstroms j, in ein Raumwinkelelement dQ. Der
differentielle Wirkungsquerschnitt ist definiert durch

d70'7 1 deﬂdnpr
dQ  |jesl dQ

(5.19)
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wobei der Teilchenstrom zum Beispiel durch das Dirac-Feld beschrieben werden kann,

. AKX

J?in = <Jein> . (5.20)
Dabei verwendet man (3.49a) sowie die Ubergangsrate

F
dW,_aqsrp = Wp-p [ [ AN(p}) (5.21a)

n=1

im Impulsraum fiir F Teilchen, wobei gilt

2
Wy = lim M (5.21b)
popr = AT 5

5.7 Korrekturen héherer Ordnung

Fiir die korrekten Ubergangsraten sind in (s.21b) alle Zustéinde zu verwenden, welche den rich-
tigen Anfangszustand |i) mit dem richtigen Endzustand | f) verkniipfen, also den passenden
Ubergang enthalten. Nehmen wir als Beispiel die Elektron-Elektron-Streuung:

Diese hat in 4. Ordnung zusatliche Beitrdge, zum Beispiel

H o< <

Diese liefern Korrekturen von der GroBenordnung « - S@ ~ 3= - S@.

5.7.1 Divergenzen

Bei den Korrekturen tritt eine Schwierigkeit der Theorie auf. Betrachten wir den zweiten
Term aus dem Beispiel mit der Selbstenergie des Photons:
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a,=k-q,

a,

Wir finden mit den Feynman-Regeln und der Auswertung aller sofort I6sbaren Integrale

e’ d*k .« 0 Ve 4
- W W]-DFau(k) Jtr [)’ Sr(@)y"Sr(q — k)] d*qiDpyg - (5.22)
[ ———)

innere Photonenlinien

(2) _
SSP -

v
Spur im 4-dim Spinorraum

Fir groRe Werte des Impulses g liefern die Feynman-Propagatoren eine Abhédngigkeit
Sk(q) o % und d*g o« |q|*, somit divergiert der Integrand quadratisch, dies wird auch
Ultraviolettdivergenz genannt, da hohe Frequenzen notwendig fiir die Divergenz sind. Tat-
séchlich findet man in der Quantenelelektrodynamik unendlich viele divergierende Terme,
die sich aber auf endlich viele primitiv-divergente reduzieren lassen, aus denen alle weiteren
zusammengesetzt werden. Durch einfaches Abzahlen der Potenzen der Propagatoren sowie

aus der Kenntnis der Zahl der Linien an den Vertizes ldsst sich folgende Regel ableiten:

D=4—3%—Pa. (5.23)

Dabei ist D der Divergenzgrad, der eine logarithmische Divergenz fiir den Fall D = 0
beschreibt, wohingegen D = n > 0 die Potenz der Divergenz angibt, F, ist die Anzahl der
duBeren Fermionenlinien und P, die Anzahl der duReren Photonenlinien.

5.7.2 Problemloses Beispiel: Photon-Photon-Streuung

» zwei einlaufende Photonen

A

A » zwei auslaufende Photonen Im

Y

» Photonen streuen an Photonen

Gegensatz zur klassischen Elektrodynamik (Superpositionsprinzip) gibt es die Photon-Photon-
Streuung in der Quantenelektrodynamik. Nach (5.23) ergibt sich fir die Photon-Photon
Streuung einen Divergenzgrad von D = 0, was eine logarithmische Divergenz bedeutet. Tat-
sachlich sind es jedoch innere Symmetrien (hier die Eichinvarianz der Elektrodynamik), die
dazu fihren, dass sich divergierende Teilintegrale gegenseitig aufheben. Damit konvergiert
die Photon-Photon Streuung. Experimentell wurde diese Art der Lichtstreuung noch nicht
nachgewiesen, da der Effekt stark unterdriickt ist (4 innere Fermionlinien werden benotigt).
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5.7.3 Verbleibende divergente Terme

Neben den Vakuumblasen, die in den Ubergangsamplituden nur einen irrelevanten Phasen-
faktor liefern, miissen drei primitiv-divergente Graphen betrachtet werden, deren Divergenz
nicht in irgendeiner Form kompensiert werden kann.

» Selbstenergie des Elektrons/Positrons D = 1

» Selbstenergie Photons D = 2

» Vertexkorrektur D = 0

Alle divergierenden Diagramme hoherer Ordnung enthalten diese Graphen.

5.8 Ideenskizze zur Regularisierung und Renormierung

Die Divergenzen kénnen ein grundlegendes Scheitern der Theorie bedeuten. Es gibt jedoch
eine Moglichkeit so so zu behandeln, dass sich ein konsistentes Ergebnis ableiten lasst, das
in hervorragender Ubereinstimmung mit dem Experiment ist. Die Grundlegende Idee besteht
darin, dass alle Divergenzen in prinzipiell nicht messbare Konstanten verschoben werden.
Dies hat zur Folge, dass die Wirkungsquerschnitte theoretisch berechenbar bleiben.

5.8.1 Ansatze zur Regularisierung

Die Regularisierung enthalt den Schritt, die Divergenzen von reguldren Anteilen der Integrale
in additive Terme abzuspalten. Dabei gibt es zwei Ansétze:
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» Pauli-Villars-Regularisierung: Terme mit derselben divergierenden Asymptotik werden
abgezogen. Betrachten wir zum Beispiel die Selbstenergie des Elektrons

M5

£ (@) +Sr(@)=?(q)Sr(a) = S£¥(q) (5.24a)

S@(q) =i% j o )4Dw (K)y*Se(a - k)y* (5.24b)
wobei flir den Phtonenpropagator DF«XB (k) oc m gilt. Dies wird nun ersetzt durch

1 1 1
kykr +ie - kykr +ie B k kv + K, KH + ie

mit groBen aber endlichen K. Es gilt dann fiir kleine k — 0, dass der subtrahierte
Term unbedeutend wird und fiir groe k — o geht die Differenz gegen 0, womit die
Divergenz aufgehoben ist.

» Dimensionsmdfige Regularisierung: Der Ursprung der Divergenz ist die Potenz in d*k.
Als Ansatz wird nun das Integral in der Dimension

d=4+6 (5.25)

ausgewertet. Der Term in (5.24b) lautet explizit

—ie2pigcny v (g —k+5)yf
3% (q) = (2‘;_(;)17 £ Jd“k ( v) 5 (5.26a)
(Kt +i8) (q — K)u(q — k) — (%) + e
oder in d Dimensionen
_ip2 4-d g —k+2) ya
=@ (q) = e“hoct (()1 h ) (5.26b)

2m)d Jdk .
(217) (k,,kl’JriE)(qfk)“(q,k)u,(%) 1ie

Der Faktor [#~4 spiegelt hierbei eine Korrektur der Einheiten wider. Mit der Umrechnung

—ie? UOCnaB v (a-k+5)y

=@ (q) = d*k (5.27)
(2m '[ (ky k“+1£)[(q—k)u(q—k)“— (%)Zﬂe]
oder in d Dimensionen
o< _ k + mc «
s (g) = ¢ 2““” Jdd la v)y ; (5.27b)
( (ks k“+1£)[(qfk),,(qfk)”f($) +ie
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Der Faktor 144 spiegelt hierbei eine Korrektur der Einheiten wider. Mit der Umrechnung

1
R J . dz (5.28)

ab  Jo (az+b(z+1))?
wird daraus
Z(Z)(q) —ie I.,l()Cl4 d J J (‘ﬂ k + 5 )Yo(d k
2 . 2
(e [q k) q—k)“z—(%) z+kpkﬂ(1+z)+is]
(5.29)
In einigen Rechenschritten kann man zeigen, dass
— 4-d ya - k + e Ya
Z(Z)(q) %JA dszd (1]1 - h ) 5.
Dq—mum—sz—(%q z+&k”l+z)+k]
(5.30a)
in einen divergierenden Anteil oc 57! (fiir d = 4 gilt § — 0) und einen reguliren
_Q+8q me
Rs(q) = > 1+2§) "
! me m?c?z — q,q"z(1 - z)h?
+L [(1 —z)q—27]ln< 47TH e dz (5.30b)

zerfallt. Dabei ist € eine Integrationskonstante.

5.8.2 Konvergente Matrixelemente durch Renormierung

Der erste Schritt in der Beseitigung der Divergenzen besteht darin, (5.24a) umzuschreiben
1

G/(2) _ ¢ G G ~
Sp™ = Se(a) + Sr(@=? (@) Sk (a) ~ ST 0 (5.31)

Tatséchlich ist dies bis auf Terme der Ordnung O[ (£? (q))°] identisch mit (5.24a)
1

m = SF(Q) + S‘F(Q)Z(Z)(Q)gﬂm + §F(Q)Z(Z) (Q)SF(Q)Z(Z)(Q)gF(Q) t..

und enthdalt in konsequenter Reihenfolge alle hoheren Beitrage von Korrekturen desselben
Typs.

& 2 1

SF(Z)(q) ((57%;) e

; q—%—%( i +Rz(q))

~ L= o5 = +0 (o) (5.32)
g (14 2%+ o0 4 o)
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Jetzt fithren wir ein
m=m, + Ay +0 (0)°, (5-33)
—
O(x)

dann wird der Nenner in Gleichung (5.32) zu

m,c Anc 3om,c

2
h " >mhe +0(x)° . (5.34)

Dieser Term divergiert genau dann nicht mehr, sofern

730(mr
216

Am = (5.35)

gilt.

Auf dhnliche Weise absorbiert man die Divergenz im Zéhler. Zu beachten gilt, dass die inneren
Linien immer zusammen mit Vertizes und weiteren dort verkniipften Linien auftreten. Dabei
ist der Vertex proportional zur Elementarladung e, welche wiederum aufgespalten werden
kann in

e=e, +Ae. (5.36a)

Der Zahler aus (5.32) divergiert genau dann nicht, wenn

ey
Ae=ors

(5.36b)

Diese Renormierung gelingt konsistent in der Quantenelektrodynamik, das heif3t in allen
divergierenden Termen mit denselben Werten. Es treten in allen messbaren Grofen nur die
renormierten Massen m, und Ladungen e, auf. Die nackten Massen m und Ladungen e,
die wie Am und Ae divergieren, sind nun reine Rechengrofen ohne physikalische Relevanz.
Thr Divergieren spielt keine Rolle fiir die Theorie. Fiir die konkrete Rechnung verwendet
man iberall m, und e, statt m und e und hat keine divergierenden Terme mehr, also zum
Beispiel
1

4 me (1 4 oh LW))

S¢P(a) = (5.37)

21T myc

statt dem divergierenden Integral (5.24b).

5.8.3 Anmerkungen

Bisher wurde nur die Regularisierung und Renormierung in niedrigster Ordnung betrachtet,
weiterhin muss man Graphen der Form

oder oder...
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berticksichtigen. Auch das gelingt mit (5.35) und (5.36b). In der Quantenelektrodynamik tritt
nur eine endliche Anzahl an primitiv divergenten Graphen auf. Eine solche Theorie nennt
man renormierbar. Es gibt jedoch auch nicht renormierbare Theorien, in denen jede Ordnung
neue Divergenzen hervorbringt. Treten in einer gesamten Theorie nur eine endliche Anzahl
divergenter Graphen auf, so nennt man sie superrenormierbar.

5.9 Folgen der Korrekturen in der Quantenelektrodynamik

Trotz ihrer problematischen mathematischen Behandlung sind die Korrekturterme wichtig
und ihre Auswertung im Sinn von (s.37) fithrt auf eine hervorragende Ubereinstimmung mit
Experimenten. Wichtige Beispiele hierfir sind die Wechselwirkung eines Elektrons mit einem
auleren Magnetfeld:

Die korrekte Berechnung erfordert aber auch Korrekturen der Form

woraus das anomale magnetische Moment des Elektrons bestimmt werden kann. Mit Termen
aus der Ordnung «? und o2 lisst sich theoretisch bestimmen:

gT_Z = 0.0011596524(+4) .

Betrachtet man dhnliche Diagramme fiir eine Wechselwirkung des Elektrons mit dem Kern
via eines Coulomb-Potentials, so erhdlt man die Lamb-Verschiebung.
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Kovariante Eichtheorien

6.1 Bereits bekanntes Beispiel

In den Ubungen (Aufgabe 7) wurde gefunden, dass die Forderung nach einer lokalen Eichvari-
anz der Dirac-Gleichung,

’

ﬂ . ﬂ — Eie(X)(,U , (6.1)

nur erfullt werden kann, wenn man
Oy = Dy =0,+ %qu (6.2)

ersetzt, wobei die zusdtzlichen Fedler A, selbst wieder einer zu (6.1) passenden Eichtrans-
formation unterliegen missen,

, h
Ay — A=A+ aa“(a(x) . (6.3)
Verlangt man, dass es noch einen freien Feldanteil fiir die Felder A, gibt, der dieselbe Form

wie  in der Lagrangedichte hat und fiir sich allein invariant unter (6.3) ist, so erhélt man die
Lagrangedichte

e — i _ 1
Lo = ihcPy* <8u + ﬁun> Y -mcrPy - 2 (0,A)) (2*AY) . (6.4)
0
Diese Lagrangedichte ist invariant unter den gemeinsamen Eichtransformationen (6.3) und (6.4).
Die Forderung nach einer lokalen Eichinvarianz des Dirac-Feldes fiihrt auf die Kopplung an

das elektromagnetische Feld, denn das bisher vorgestellte Vorgehen mit dem Ergebis (6.4)
fihrt exakt auf die Lagrangedichte (4.4).

6.2 Weiterentwicklung

6.2.1 Grundlegender Gedanke

Die Forderung nach einer lokalen Eichinvarianz ist erfolgreich und fiihrt auf das bekannte
Ergebnis aus der klassischen Theorie (minimale Ankopplung). Doch was ist mit Féllen, in
denen wir uns nicht an einer vorhandenen klassischen Theorie orientieren kénnen? Ein
Versuch wire es, weitere (kompliziertere) lokale Eichinvarianzen zu fordern.
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6.2.2 Beispiele

Den ersten Ansatz einer nichtabelschen Eichtheorie beschreibt die Yang-Mills-Theorie aus
dem Jahre 1954. Diese fordert eine SU(2)-Eichinvarianz fiir ein Isospin-Feld, welches bereits
eine globale SU(2)-Symmetrie besitzt.

(®1(x0)
= (q)z(x)) , (6.52)
P — @ =e Thi TOWP(x) (6.5b)

mit den Generatoren o;/2 der 2 x 2-Darstellung von SU(2). Dies erfordert entsprechend die
Existenz von drei Feldern W[j, sodass

wk - wk = —a OF(x) + D Eum@ (X)W (6.6)
Lm
und
3

Ling=— Z oWy (6.7a)
oder

Oy — Dy =0y + gzakwk (6.7b)

k=1

gilt. Auch hier ldsst sich eine Lagrangedichte finden,

Ly=—~ ch G, (6.8a)
Gh, = avw,f — oWk —g > emwiwk. (6.8b)

Lm

Dieser Ansatz war urspringlich dafiir gedacht, die starke Wechselwirkung des Isospin-
Feldes (6.5) beschreiben zu konnen, was jedoch nicht gelang. Aber eine SU(2)-Eichforderung
fiihrte auf die Austauschfelder der schwachen Wechselwrikung mit den drei Feldern W[f, was
auf die drei bosonische Austauschteilchen W+, W-, Z° fiihrt. Analog gelingt das Finden der 8
unabhéngigen Gluonen mit den 8 notwendigen Erzeugenden der SU(3).
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