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Dissipative Systeme

1.1 Einleitung

Der Begriff Chaos leitet sich aus dem griechischen ab und hatte in der Antike verschiedene
Bedeutungen:

» Der unendlich leere Raum, der vor aller Zeit existierte.
» Rohe, ungeformte Masse, in die der Schopfer der Welt Ordnung und Harmonie bringt.

Heute verwenden wir den Begirff weniger spirituell. Man bezeichnet so einen Zustand der
Unordnung und Irregularitat.

Wie erzeugen wir aber Chaos? Eine Moglichkeit ist durch einen Zufallsprozess. Die Ordnung
eines neuen, sortierten Kartenspiels wird zerstort durch ,mischen”. Dies ist dquivalent zu
einer zufilligen Anderung der Reihenfolge. Zufallszahlen haben ebenfalls keine Ordnung im
Sinne, dass sie nicht geordnet sind (im Gegensatz zu, z.B. x,, = 2"). Ein weiterer Zufallspro-
zess ist das Rauschen. Darunter versteht man eine Funktion ohne regulédre Strukturen (z.B.
Verstarkerrauschen, erzeugt durch zufallige thermische Prozesse).

Fir uns fallen Zufallsprozesse in die Kategorie nicht deterministisches Chaos. In diesem
Skript wollen wir uns jedoch mit dem deterministischen Chaos beschéftigen. Determinismus
bedeutet, dass es eine Vorschrift (Differentialgleichung ohne iterative Abbildung) gibt nach
der sich das Verhalten des Systems aus gegebenen Anfangsbedingungen berechnen lasst. Die
naive (und falsche) Annahme hierbei ist, dass deterministische Gesetze in einem reguldren
Verhalten resultieren. Ein Gegenbeispiel lieferte Poincaré 1892 mit dem Dreikoérperproblem.

Definition Als deterministisches Chaos bezeichnet man die Unordnung und Irregularitdt bei
Systemen, die deterministischen Gesetzen (ohne Zufallseinwirkung) gehorchen. X

»1 Beispiel Es folgen Beispiele fiir nichtlineare Systeme mit (moglicherweise) deterministi-
schem Chaos.

» Getriebenes Pendel

» Fliissigkeiten beim Einsetzen der Turbulenz (Meteorologie)
» Laser

» Nichtlineare optische Systeme

» Chemische Reaktionen

» Klassische Vielteilchensysteme (z.B. Dreikérperproblem)

» Teilchenbeschleuniger
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1.2 \ EXPERIMENTE UND EINFACHE MODELLE ZUM DETERMINISTISCHEN CHAOS
» Modelle zur Populationsdynamik 1<

Die Irregularitat beruht auf der Eigenschaft nichtlinearer Systeme anfanglich benachbar-
te Bahnen exponentiell schnell zu separieren. Die Anfangsbedingungen lassen sich nicht
beliebig genau angeben. Fiir das Verhalten nichtlinearer Systeme ist in der Regel nur eine
Kurzzeit- und keine Langzeitvorhersage moglich. Dies bezeichnet man nach Lorentz (1963)
als Schmetterlingseffekt.

Fragen: » Kann man z.B. aus den Differentialgleichungen vorhersagen, ob ein System
deterministisches Chaos zeigt oder nicht?

» Gibt es quantitative Male fiir die Chaotizitét eines Systems bzw. einer Bewegung? -

Eine Mindmap zur Klassifikation von Systemen, die deterministisches Chaos zeigen findet
sich in Abbildung 1.

Dissipative Systeme Ein dissipatives System ist abhdngig von (mindestens) einem externen
Kontrollparameter . Es gibt verschiedene Wege ins Chaos, die dann universell sind fiir
jeweils eine Vielzahl experimentell realisierbarer Systeme.

Klassifikation dieser Wege:
» Bifurkationen, Periodenverdopplungen
» Intermittenz (reguldre und chaotische Intermittenz)

» Seltsame Attraktoren

Konservative Systeme Chaos ist moglich in nicht integrablen Hamiltonschen Systemen.
Das KAM-Theorem erklart die Koexistenz reguldrer und chaotischer Strukturen im Phasen-
raum. Die Frage nach dem Verhalten von Quantensystemen, deren klassischer Grenzfall
Chaos zeigt fiihrt auf das Quantenchaos.

1.2 Experimente und einfache Modelle zum deterministischen Chaos

1. Das getriebene Pendel

0+2y0 + %sin@ = «sin wt.

2. Das Rayleigh-Bénard-System in einer Zelle. Lorentz-Modell (3D):

x = f(x)

2014-10-16



DISSIPATIVE SYSTEME | 1

Quanten-

Seltsame
Attraktoren

Dissipative
Systeme

Intermittenz

Bifukrationen

» 1 Klassifikation von Systemen, die deterministisches Chaos zeigen.
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1.2 | EXPERIMENTE UND EINFACHE MODELLE ZUM DETERMINISTISCHEN CHAOS

3. Getriebene chemische Reaktionen: Die Belousov-Zhabotionsky-Reaktion, vereinfacht
A+B=C

Differentialgleichung fiir die Konzentrationen:

C? = fg(cA;Cb;CC‘)-

Diese ist nichtlinear durch Produkte der Konzentrationen, z.B. c4 - cg.

4. Hamiltonsche Systeme: Hénon-Heiles-System

1 1 1
H=3(pi+pd)+5ai+a)+aid: - gqi

.

v ~-
Harmonischer Oszillator ~ Nichtlinearer Kopplungsterm

In der Poincaré-Abbildung entsprechen regulédre Strukturen der Integrabilitdt. Stochastische
Strukturen deuten auf Chaos hin.

Das Rayleigh-Bénard-System in einer Zelle

T
Fluissigkeitsschicht zwischen zwei Platten mit unter-
schiedlichen Temperaturen im Gravitationsfeld. Die
Fluissigkeit hat eine endliche Viskositdt. Ein weiterer
Anstieg von 6T resultiert in chaotischer Bewegung (Tur-
bulenz).
T+6T
T
Q Q Konvektionsrollen.
T+0T

Eine Flissigkeit befindet sich zwischen zwei Platten im Gravitationsfeld. Der Abstand zwi-
schen den beiden Platten ist h. Die obere Platte wird auf konstanter Temperatur T gehalten,
die untere Platte wird geheizt mit T + 6T. Die Konvektionsrollen, die bei zu starkem Heizen
auftreten sind Indikator fiir ein reguldres Verhalten.

Wir konnen das System theoretisch beschreiben. Uns interessiert im wesentlichen das Ge-
schwindigkeitsfeld der Flissigkeit v(x,t). Die Ausgangsgleichungen sind

» Navier-Stokes-Gleichung fiir die Stromung:

dv
— =F - Vp +uv?
0 T p +uvev
mit der Dichte ¢ und der Viskositat u. Fiir die Kraft F nehmen wir die Gravitationskraft

poge. an.

4 201411023



DISSIPATIVE SYSTEME | 1

» Wadrmeleitungsgleichung:

dT
—— =KkV’T
a ~“
mit der Warmekapazitat k.
» Kontinuitdtsgleichung:

J¢

4 Vv - —

a (ev) =0

mit den Randbedingungen T (x, v,z = h,t) = Tound T(x,y,z,z =0,t) = Ty + 6T.
Was kénnen wir tun um das System zu vereinfachen?
» Translationsinvarianz in y-Richtung (v, = 0).

» Die auftretenden Koeffizienten hdngen nicht von der Temperatur ab, mit Ausnahme
der Dichte ¢ = (1 — 26T).

Damit kénnen wir die Kontinuitatsgleichung schreiben als

ou ow

ax "oz =0

mitu = v, = -0, und w = v, = 0,y. Hier y(x, z.t) ist lediglich eine weitere Funktion,
die die obigen Bedingungen erfiillt.

Dann brauchen wir einen Ansatz fiir das Temperaturfeld:

T(x,z,t) =Tg+ 06T — 6%2 +0(x,z,t).

Das bedeutet, dass sich fiir ® = 0 ein lineares Temperaturprofil ausbildet. Das bedeutet, dass
O die Abweichung davon angibt.

Damit folgt:
2 54
iVZ([/——det (’U v (p) (aa— )lp-s-gag—@
b 006 oTay |
TR TS S P

mit der kinematischen Viskositat v = u/g.
Als Vereinfachung nehmen wir folgende Randbedingungen an
0(0,0,t) = ©(0,h,t) = ¢(0,0,t) = V2 (0,0,t) = V*@(0,h,t) =

Dies erlaubt eine Fourierentwicklung der Ortsabhédngigkeit von ¢ und ©. Die Berticksichti-
gung nur der niedrigsten Terme liefert den Ansatz

a a\ . (1

1+a27w \f)s(t)sm( n )sm(ﬁz)
TR ma\ . (T . (2T
RC(5T® V2 Y(t COS( n )sm(ﬁz) 7Z(1)sm(72)
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1.2 | EXPERIMENTE UND EINFACHE MODELLE ZUM DETERMINISTISCHEN CHAOS

mit der Rayleigh-Zahl R = gah®6T/kv, dem Verhiltnis der Lingen in der Zelle a und
Re = *(1 + a?)®/a’. Einsetzen und Vernachlissigung hoherer Harmonischer liefert das
Lorenz-Modell

X=-0X+0Y o= % (Prandl-Zahl)
. . 4
Y=rX-Y-XZ mit VYV =——
1+ a?
. R
Z=XY-bZ b=—~6T
Rc

wobei der Punkt hier die Ableitung nach T = 2(1 + a®)kt/h? ist. Dies sind drei gekoppelte
Differentialgleichungen erster Ordnung. Sie lassen sich auch zu einem Vektor zusammenfas-
sen x = F(x).

1. Schritt: Wir suchen nach stationdren Losungen. Mathematisch gesehen sind dies die
Fixpunkte F(x) = 0 der Gleichung. Wir finden drei Fixpunkte

+/b(r —1)
x1=0, xp3=|=xvb(r-1)

r—1

2. Schritt: Als nachstes muss die Differentialgleichung um die Fixpunkte linearisiert werden
um Stabilitat der gefundenen stationdren Losungen zu untersuchen. Es zeigt sich:

1. x; = 0 ist ein stabiler Fixpunkt (A; < 0) fiir 0 < » < 1. Dies entspricht einer reinen
Warmeleitung.

2. Die Linearisierung der Lorenzgleichung um die Fixpunkt x; 5 ist reell fur » > 1.

-0 O 0
OF; =1 -1 -c
0Xi lx=x5 c c -b
—_—
A

mit ¢ = £4/b(¥ — 1). Die Eigenwerte von A sind gegeben durch das charakteristische
Polynom x(A):

XQA) =det(A-Al) =...= - [A>+ (0 +b+1)A2 + b(0 +7)A + 2bo(r — 1)].
Man erhélt die Eigenwerte als Nullstellen von x(A) = 0 (vgl. Abbildung 2):

¥ <1:A;2 <0,A3 > 0:instabile Fixpunkte (x,3) (aber x; = 0 ist stabil)
r=0:A; =0,A2 = —=b,A; = —(0 + 1) : marginal stabiler Fixpunkt

1 < ¥ <7 :dreireelle Nullstellen, A; > 3 < 0 : stabile Fixpunkte (x;3)
Konvektion (stationdres Geschwin-
digkeitsfeld)

6 2014-10-23



DISSIPATIVE SYSTEME | 1

» 2 Illustration zu den verschiedenen Féllen von » und den zugehorigen Nullstellen des charak-
teristischen Polynoms.

71 <7 < ¥c: Eine reelle Nullstelle A < 0, zwei komplexe Nullstellen A, 3 mit Re Az 3 < 0.
Dabei ist x, 3 weiterhin ein stabiler Fixpunkt (Konvektion).

¥ =vc: A1 <0, Ap3 = +iw mit w € R: Hopf-Bifurkation
¥ > ¥c: A <0, Az3 sind komplex mit Re A, 3 > 0. Die Fixpunkte x, 3 werden instabil.

In der Hopf-Bifurkation entstehen zwei stabile Grenzzyklen (stabile periodische Bah-
nen) gegen die das System fiir t — oo strebt. Daraus resultiert eine periodische Ande-
rung der Konvektionsrollen.

Ein weiterer Anstieg der Temperaturdifferenz (» > r¢) fithrt zu turbulenter Stromung
(Chaos).

1.3 Mathematische Modelle zum deterministischen Chaos: Abbildungen
(Maps)

Sei x € RN und f eine Funktion f: RN — RN, x — y = f(x). Sei x, € RN ein Startpunkt, so
erzeugt die Abbildung f eine Folge von Punkten

Xn+1 zf(xn) , n=0,1,2,...
»| Beispiel 1. Stiickweise lineare eindimensionale Abbildung (Bernoulli-Shift):

Xni1 = 2X, mod 1

2. Zweidimensionale Backer-Transformation:

Xni1 = 2XxXy mod 1

1 1
Ynel = (ayn + 5[2xn]> ,oass

2014-10-23

~N



1.3| MATHEMATISCHE MODELLE ZUM DETERMINISTISCHEN CHAOS

Af(xn)

1/2 1

» 3 Skizze der Bernoulli-Abbildung. Man erkennt die Streckung und Faltung des Einheitsintervalls.

3. Eindimensionale quadratische Abbildung (logistische Abbildung)

Xni1 =rxn(1—-x,), x,€[0,11,0<7r <4

4. Hénon-Abbildung

Xps1 =1—ax?+y,

yn+1:bxny |b|<1

5. Chivikov-Abbildung

Pn+1 = Pn — kSm@n
®n+1 = ®n + Pn+1 1<

1.3.1 Bernoulli-Verschiebung
Die Vorschrift lautet

Xnps+1 = 2X, mod 1.
Dies ist eine Abbildung [0,1) — [0, 1) (siehe Abbildung 3).

Die Vorschift f(x) ist eine Verschiebung der (0, 1)-Folge in bindrer Zahlendarstellung. Dies
wird Bernoulli-Shift genannt.

xn = 0.0111000101...
Xn+1 = 0.111000101...

Die Eigenschaften dieser Abbildung sind
» Xy ist eine rationale Zahl = x,, ist eine periodische Folge

» Xy istirrational = Die Folge x,, ist ergodisch, d.h. die x,, kommen jedem Wert in
[0,1) beliebig oft beliebig nahe.

8 2014-10-30
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wY

» 4 Histogramm einer Trajektorie.

» Sensitive Abhédngigkeit der Folge vom Anfangswert x.

Betrachte die Folge x,, mit Anfangswerten X, xo + £ mit € € [27N,2-¥+1], Nach N Iterationen
unterscheiden sich die Folgen vollstandig. Dies entspricht einer Fehlerverstarkung um den
Faktor 2 bei jeder Iteration (Streckung). Der Fehler wichst also exponentiell mit der Zahl der
Iterationen.

Definition Der Liapunovexponent ist definiert durch:

nA(xgp)
€ n Iterationen e

Xo Xo+€ = £ (x0) f(xo + &)

wobei
S0 = F(M(x))

Damit folgt die Definition des Liapunovexponenten:

Alxg) = llmhm—ln S (X0 + €) = f"(x0)

&
n
= lim —In af"(xo)
n—on dxo
= lim — ln Hf (x:)
Dieser ist ein Maf3 fiir die Fehlerverstdrkung (Instabilitcit). Diese findet statt bei A > 0. X

Definition Die invariante Dichte bestimmt die Dichte einer Iterierten fiir eine Abbildung
Xni1 = f(xn). Betrachte dazu ein Histogramm, wie es etwa in Abbildung 4 zu sehen ist, fiir
eine ,typische” (nicht periodische, ergodische) Trajektorie. Der Limes fiir Ax — 0 und N — oo
liefert die invariante Dichte o (x) mit der Normierung [ ¢(x) dx = 1. Das invariante Maf oder
die invariante Dichte ist definiert als

1Y .
an(x) = AIJIE}QNFZO(S(X _fl(xo))
o) = [dy 0330~ F)

2014-10-30 9



1.3| MATHEMATISCHE MODELLE ZUM DETERMINISTISCHEN CHAOS

)f(Xn)

» 5 Graph der logistischen Abbildung.

Hdngt ¢ nicht von x, ab, so heifit das System ergodisch. X

1.3.2 Logistische Abbildung
Die Vorschrift lautet

Xne1 = fr(xn) =rxn(1 - xy)

mit dem Kontrollparameter » unter der Einschrankung 0 < » < 4. Die nullte Iterierte der
logistischen Abbildung ist in Abbildung 5 zu sehen.

Dies ist ein mathematisches Modell fiir
» den geddampften, getriebenen Oszillator
» Populationsdynamik in einem abgeschlossenen Lebensraum.

Welche Eigenschaften hat die logistische Abbildung? Dazu diskutieren wir die Fixpunkte
fr(x0) = xo und die periodischen n-Zyklen f(x,) = Xo.

1. Die Fixpunkte (also die 1-Zyklen) erhalten wir als Losungen der Gleichung
1 N
rxo(l —Xxp) = X9 = xo=0 oder x0=1—;>0 fir r>1

Der Fixpunkt ist stabil, falls |f.(xo)| = |r(1 — 2x0)| < 1, sonst ist er instabil. Da
|f; (xo = 0)] =¥ und damit x, = 0 handelt es sich hier um einen stabilen Fixpunkt fiir
0 < ¥ < 1 und einen instabilen Fixpunkt fiir » > 1. Mit | f.(xo = 1 = 1/¥)| = [2 — 7|
folgt xo = 1 — 1/7, was stabil ist fiir 1 < ¥ < 7; = 3 und instabil fir » > 3.

2. Die Fixpunkte des 2-Zyklus sind f; (f, (X)) = X0, also

x1 =7xo(1 = xo)

X2 =rx1(1 —x1) =7%x0(1 = x0) (1 —rx0(1 — x0)) = Xo

10 2014-10-30



DISSIPATIVE SYSTEME | 1

Wir miissen die Losungen x, von 3x* — 2r3x3 + ¥2(r + 1)x2 + (1 — r?)x = 0 finden.
Diese Losungen sind

x1=0 X*l*l X 7l+i+\/<l+i)277+1
e T T Vi G R P2 2
Was passiert bei » = v; = 3? Es findet eine Periodenverdopplung statt. Der 1-Zyklus
wird instabil und ein stabiler 2-Zyklus entsteht. Dies driickt sich in einer Heugabelbi-
furkation aus.

Eine Fortsetzung dieses Schema zeigt, dass eine weitere Periodenverdopplung bei v = 7, =
3.45 stattfindet. Dieses Mal wird der 2-Zyklus instabil und ein stabiler 4-Zyklus entsteht. Die
sich daraus ergebende Verallgemeinerung ist:

1. Fiirr,_; < v < 7, existiert ein stabiler 2"~1-Zyklus mit den Elementen xg, X1, ..., Xon-1_;
und es gilt
on-1 d on-1 ’
Fr(xi) =xia, fo (xi)=xi, PP (x0)| = ny(xi) <1
0 i

2. Bei v = 7, werden alle Punkte des 2"!1-Zyklus gleichzeitig durch eine Gabelbifurkation
instabil. Die Bifurkation tritt in £2" = f2"' o £2"”" auf und fithrt zu einem stabilen
2"-Zyklus im Bereich v, <7 < 7,41.

Zusammenfassung der numerischen Resultate: 1. Es gibt einen periodischen Bereich (» <
Yo = limy, . 73,). In diesem Bereich ist der Liapunov-Exponent stets kleiner als Null. Die
7, skalieren wie v, = 7, — ¢~ " fiir n > 1 mit

Yo = 3.569945, 6 =4.6692016091.

Das 6 hat auch den Namen Feigenbaumkonstante.

Die Abstdnde d,, zwischen x = 1/2 und dem néchstliegenden Punkt in einem 2"-Zyklus
haben konstante Verhdltnisse:

dn

i =-x fir n>1 mit «=2.5029078750
n+1

Das o ist eine weitere Feigenbaumkonstante.

2. Chaotischer Bereich (r > 7.,). Hier ist der Liapunov-Exponent meist groer als Null.
Die chaotischen Bereiche wachsen durch inverse Bifurkationen zusammen bis bei
v = 4 die Iterationen liber das ganze Intervall [0, 1) verteilt sind. Die ¥-Fenster, in
denen kein Chaos auftritt (A < 0) werden durch periodische p-Zyklen charakterisiert
(p =3,5,6,...), bei denen sukzessive Bifurkationen auftreten:

p,2p,2°p,... (Verdopplungen)
aber auch
?,3p,3%p,... (Verdreifachungen)
aulerdem Vervierfachungen 4" p, usw. -

2014-10-30 11



1.3| MATHEMATISCHE MODELLE ZUM DETERMINISTISCHEN CHAOS

1/2 /-‘di;

~

Ry nRy r

ot

» 6 Die Abstinde d,, der am dichtesten bei x = 1/2 liegenden Fixpunkte fiir superstabile 2V-
Zyklen (schematisch). Von [1].

Definition Ein 2"-Superzyklus (superstabiler Zyklus) ist definiert durch
d _omn ,
dTCOf;%n(Xo)=l_[fRn(xi)=0 = _ “

Bei der logistischen Abbildung enthélt der Superzyklus immer den Wert xo = 1/2 (f'(x) =0
gilt nur bei x = 1/2). Die Abstande d,, sind definiert durch

e (3)
bei Superzyklus ¥ = R,,. Die Superzyklen und Abstiande d, sind hierbei in Abbildung 6
schematisch visualisiert.
Der erste Superzyklus tritt auf bei Ry = 2:

Sro(x) =2x(1 = x)
Eine kleine Stérung x = 1/2 + ¢ fiihrt zu

Fro () = (14 26) (% —s) _ % e,

Das Konvergenzverhalten ldsst sich nicht mehr durch einen Liapunovexponent beschreiben,
da A — —oco. Man spricht von Superkonvergenz. Weitere Superzyklen findet man bei R; =
1++/5 = 3.236 und R, = 3.4985. Die R, skalieren wie die 7, der Bifurkationspunkte mit
einem etwas anderen Vorfaktor aber sie haben denselben Grenzwert v.:

R,=7%w—-c'0"
Wiederholung zur Logistischen Abbildung: Die Abbildungsvorschrift lautet
Xn1 = fr(xn) = X0 (1 — xn)
wobei 0 < v <4 und f, : [0,1] — [0,1].

Die Eigenschaften dieser Abbildung sind:

12 2014-11-06



DISSIPATIVE SYSTEME | 1

1. Der periodische Bereich tritt auf bei 0 < ¥ < ¥ = 3.5699456.

» Eine Periodenverdopplung findet tiber eine Gabelbifurkation statt (Feigen-
baumszenario)

» Skalierungseigenschaften
a) Bifurkationspunkte des 2"-Zyklus: v;, = ¥ — co™ " (flir n > 1)
b) ,Superzyklen“ sind definiert durch

d

dixo ﬁ:(xo) = nf;%n (xi) =0

mit den Abstdnden

_ e (1) 1 . _rson dn _ .
dn = fr, (2> 5 Ry=7—-c'07", do x firn>1
mit den Feigenbaumkonstanten
o =2.5029..., 0=4.6692...
2. Der chaotische Bereich befindet sich bei v, < v <4 -

Die Abstdnde sind gegeben durch
n- 1 1
= fi" (5) 3

Diese Form ist eher unhandlich und wir fiihren eine Koordinatentransformation (Verschie-
bung) durch.

1 1
Xx=x-5, f=f-35

Damit lautet die Abbildungsvorschrift

1 ; 1
Xni1 = fr(xn) =7 (Z 7X121) - E

wobei f :[-1/2,1/2] — [-1/2,1/2]. Damit haben wir x = 1/2 nach x = 0 verschoben,
sodass die Abstande d,, nun wie folgt geschrieben werden kénnen

dn = f3 ' (0).

2014-11-06 13



1.3| MATHEMATISCHE MODELLE ZUM DETERMINISTISCHEN CHAOS

Skalierungsverhalten (Selbstahnlichkeit)

Aus den numerischen Ergebnissen haben wir bereits ein bestimmtes Saklierungsverhalten
beobachtet, welches auf die Feigenbaumkonstanten « und ¢ fiithrt. Es gibt ein «, so dass

X =flirn>1 ,on-1
- Rn+1 _ ~ Rn (x)

1o
g —xdp1 = dy
dn
= -
dn+1
Reskalierung fiihrt auf
. x
im0 () =010,

Verallgemeinerung diese Prinzips ergibt
—x on ( ) fzn 1
Rp+i — Rp- 1+1

Cagr) = 91000

= hm( o))" Rn“(

Es gilt dann

gi-1(x) = —ngi (gi (_i(x)) =Tgi(x)

mit dem Verdopplungsoperator T.

BEWEIS

gi1(x) = hm( x)"f2 RM . (ﬁ)

=}Li}{10(—a)(—a)"*1 Fe (_EL)

Rn 1+i o (—e)n-1
f'%: :+1 f'%: ]1+1
1 1 om 1 x
"2 i e o0 (o G0 (- )
i)

e (o) .

Fiir i — oo erhalten wir
gi(x) = Tg;(x)
i—-o0: g(x)=Tg(x)

g(x) =lim;_ g;(x) ist Losung der Funktionalgleichung.

9(x) =Tg(x) = —ag (g (—xa>)
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Die Losung der Funktionalgleichung liefert die Feigenbaumkonstante «

g(0)
g(g(0)’

x=0 = g(0)=-0g(g(0) = ax=-

Beachte, dass mit g(x) auch pug(x/u) Losung der Funktionalgleichung ist. Setzen wir 0.B.d.A.
g(0) = 1, fihrt dies auf
1

T g

Losungsansatz: Taylorreihe fiir g(x) und Koeffizientenvergleich. Ein grober Ansatz ist

g(x) =1+ bx?
x 2p? 4
= -xg (g (—&» =-x(l+b)- TX + O(x*)
L1+ bx?
Koeffizientenvergleich:
—x(l+b)=1 (*)
2b?
—-———=b (3\—*)
164
Aus (**) folgt
2b = —«x

Einsetzen in (*)

X

—x(1-2) =1

"‘( 2)

o> -200—-2=0
ax=1++3=273

Genauer: Siehe Mathematica-Skript.
o =2.5029078751
g(x) =1-1.52763 x>+ 0.104 815 x* + 0.026 705 7 x° + ...
Den Wert fiir die Feigenbaumkonstante § erhalten wir mittels des Skalierungsverhaltnisses
Ry,—Ro~0" furn>1
Entwicklung von fz(x) um fz, (x)
Jr(X) = fro (X) + (R = R)Sf(x) + ...

Entwicklung von T fz (x):
Tfr=Tfr, + (R—Ru)Lg 6f
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wobei Ly, die Linearisierung des Verdopplungsoperators ist und 6 f = 8 fz (x)/0R|g.,. Die
Linearisierung von T ist

LySf

—{(f+ o) (f+0f)(=x/x)] = fLf(=x/x)]}
—a{f'[f(=x/X)]6f + Of[f(=x/xX)]}.

Damit folgt fiir n-faches Anwenden von T

TnfR = Tnme +(R - Roo) LTn—lme ce LTwa Lme 5f +O[(6f)2]
[N —— — )

n-o n— oo
—9x) —Llsf

Entwicklung von 6 f (x) nach den Eigenfunktionen von L,:
Lg(pv = Av(pv ’ 6f = zcv(pv
v
= LISf =D e, Alp, 2= oAl
v

wobei A; der groBte Eigenwert ist. Damit und mit 6 = A; und h(x) = @;:

T" fr, (0) = g(0) + (Ry — Re)6"c1h(0)
1
c1h(0)

-n

= R, — R, =

Also ist die Feigenbaumkonstante 6 gegeben als grofter Eigenwert der Eigenwertgleichung

Lgh(x) = Sh(x) = —cx{g’ [g (—%)] h (‘%) th [g (‘@”

Universalitdt beim Feigenbaumszenario

Abbildung x,.1 = f(x,) mit einem Maximum bei xy = 0 und eine negative Schwarzsche
Ableitung

fr 2 f/
Es gibt eine Selbstdhnlichkeit in der Umgebung des Maximums in jeder Stufe der Perioden-
verdopplung bei geeigneter Reskalierung:

~afy (£ (-3)) = THE) = 00

Aus dieser Selbstdhnlichkeit folgt

I s\ 2
(Y s

lim lim f, g, (x) = g(x)

i—o00

Diese Funktion g(x) ist eine universelle Funktion (unabhangig von f,) und Losung der
Funktionalgleichung

Tg(x) = —ag (g (—g)) =9(x)
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Der Ansatz mit einer Taylorreihe liefert &« = 2.5029.... Die Feigenbaumkonstante ist der
grolte Eigenwerte der linearisierten Eigenwertgleichung

Lyh(x) = 6h(x)

mit
0 =4.6692...

Der Feigenbaumattraktor Bisher haben wir betrachtet

¥ < ¥, = lim R, = 3.569945 6
n—co

Die Folge x; = f(x;_1) ndhert sich einem periodischen 2"-Zyklus (periodische Bahn). Was
passiert beim Erreichen des Wertes » = 7,7 Die Bahnldnge geht gegen unendlich, also ist die
Folge nicht mehr periodisch. Die Folge x; = f,, (x;_1) lauft gegen einen Attraktor.

Hinweis: Der Liapunov-Exponent A wird A = 0 fiir v = 7. Der Feigenbaumattraktor ist kein
sseltsamer Attraktor. -

Der Feigenbaumattraktor zeigt Selbstahnlichkeit.
Zur Konstruktion:

¥ < 7;: Ein Fixpunkt im Intervall [0, 2/3].

11 < ¥ < ¥2: Zwei Fixpunkte in zwei Intervallen.
Yn <V < ¥yeps 2" Fixpunkte in 2" Intervallen.

Im Limes n — oo bildet der Feigenbaumattraktor ein Fraktal.

Exkurs Betrachten wir die Begriffe Fraktal und fraktale Dimension (Hausdorffdimension)
einmal ndher. Fraktale sind Gebilde, die im Allgemeinen keine ganzzahlige sondern eine
gebrochene Dimension (Hausdorff-Dimension) besitzen und zudem einen hohen Grad von
Selbstdhnlichkeit und Skaleninvarianz aufweisen.

Die Dimension einer Menge ist z.B.
» Punktmenge: D = 0,
» Linie: D =1,
» Flache: D = 2,
» Volumen: D = 3.

Auch wenn sie intuitiv wirken stellt sich die Frage, wie man auf diese Werte kommt. Betrachte
eine Punktmenge in d Dimensionen und iiberdecke sie mit d-dimensionalen Kugeln mit
Durchmesser ¢. Sei N (&) die Anzahl der zur Uberdeckung notwendigen Kugeln. Es gilt:

N(g) ~e? fire—0

20141113 17
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=1
2 n:O,gozl
n=1,40=2/3
— — —  —n=2,0,=4/9

» 7 Abbildungsvorschift der Cantormenge: Mit jeder Iteration wird aus dem Intervall das mittlere
Drittel herausgenommen.

A 18 g

gO =3 ) =3-
» 8 Die Kochsche Schneeflocke.

Definition Die Gridfie

D =  lim 2N(®)
e~0 Ine

heifft Hausdorffdimension der Menge. X

» Beispiel 1. Die Cantormenge (Abbildung 7). Die Uberdeckung in Stufe n ergibt sich aus
2" Intervallen mit der Lange &, = (1/3)™.

1 n
n) =2", n=\35
N(&n) ¢ (3)
— D= lim 2N
n-o Ing,
im nin?2
n-onlnl/3
In2

=3~ 0.6309

2. Kochsche Kurve (Abbildung 8) Fiir die n-te Iteration gilt

nes(l)
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................. —n=1,4,=2/3

n=24 =1-1/94

» 9 Modifizierte Cantor-Menge.

Die Uberdeckung in Stufe 7 ist durch 3 - 4" Intervalle der Linge &, = (1/3)".

N(gy) =3-4", &, = (%)n

. InG3-4v
= D=-lm= i3

In4

= — = |. <
n3 1.2619 I

Zuriick zum Feigenbaumattraktor: In der Stufe n, also fir v, < v < 7,4, finden wir 2"
Fixpunkte in 2" Intervallen. Nehmen wir an, dass die Intervalle wie die d,, skalieren:

dn
= -«
dn+1
= & ~ , N(&p) =2"
an
— D= im BN In2 ool
n-~ Ing, In
Genauer finden wir
ws[3 (4 1))
n+l ~ 2 2 (X2 n
— D=~ In2 = 0.5439

In[3(3+ )]
Der Feigenbaumattraktor ist ein Fraktal mit Hausdorffdimension D = 0.548. Der Feigenbau-
mattraktor ist ein ,diinnes Fraktal“, d.h. das Fraktal hat das Mal p = 0 (Nullmenge).

Fiir den Bereich v > v, herrscht sensitive Parameterabhangigkeit. Das bedeutet, dass pe-
riodische und chaotische Gebiete eng miteinander verwoben sind. Parameterbereiche mit
Liapunov-Exponent A > 0 bilden ein ,fettes Fraktal“, d.h. das Fraktal hat ein Mall y > 0 und
die Hausdorffdimension D = 1.

> Beispiel Beispiel fiir ein ,fettes Fraktal“ (Abbildung 9):

1
t= (1= 50) b
1 1
= (1-5) e
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Fiir die Uberdeckung in Stufe n haben wir 2" Intervalle der Linge &,,.

.. InN(e) . nn2
b =-lim Ing, = #n-=nlnl/2
. ad 1
u=11115§°€n=]_[(1—3—n)=0.5601>0 €

n=1

Frage: Wie entstehen die stabilen p-Zyklen im chaotischen Bereich? Tangentenbifurkation.
» p-Zyklen entstehen ,aus dem Nichts"“.

» Jeder p-Zyklus durchlauft nach der Entstehung ein vollstdndiges Feigenbaumszenario

mit Periodenverdopplungen bei +® = .

riP =v, —co™

Superzyklen bei » = RY.

=
3
I

Yo —C O™

- A<0

Logistische Abbildung bei » = 4
falx) =4x(1-x), fu:[0,1]~[0,1]

zeigt ergodisches Verhalten (kein Attraktor). Man kann sich dies klarmachen, wenn man
substituiert:

Xn = %[1 —cos(21yy,)] = h(yn)

Damit erhalt man
1
Xni1 = 5[1 —CoS(2TYp41)] = 4xn (1 — xp) = [1 = cos(2TTyy) ][1 + cos(21Tyy) ]

- %[1 ~cos(4mry,)] = %[1 o821y )]
= Yns1 =2ypmod 1

Dies ist der bekannte Bernoulli-Shift. Dieser ist eine ergodische Folge in [0, 1]. Die invariante
Dichte ist konstant
e(y)=1
fir die Bernoulli-Abbildung. Die invariante Dichte der Logistischen Abbildung berechnet sich
per Definition aus
1 N-1
o(x) :AI}E?ON%&X’Z&)
- h(x)
1
- [ v e) 5 - o)
0 T —_—

1
Zn R ()l
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mit den Losungen vy, der Gleichung cos(2my,) =1 - 2x

2

2 mit L arccos(1 — 2x)
T | sin(2my,)| M= on
1

1
T /x(1 —Xx)

Somit zeigt sich, dass eine konstante invariante Dichte, wie sie etwa die Bernoulli-Abbildung
besitzt, nicht zwangsweise mit chaotischen verhalten einhergeht.

1.4 Intermittenzroute zum Chaos

Als Intermittenz bezeichnet man die Unterbrechung einer periodischen Bewegung durch
chaotische Phasen. Mit Intermittenzroute bezeichnet man die Zunahme der chaotischen
Phasen bei Variation eines Kontrollparameters bis schlieflich die Bewegung vollkommen
chaotisch wird. Man unterscheidet zwischen drei verschiedenen Typen von Intermittenz je
nach Typ der verantwortlichen Bifurkation (nach Pomeau und Manneville, 1980):

Typ I: Tangentenbifurkation,
Typ II: Hopf-Bifurkation,
Typ III: Inverse Periodenverdopplung (Gabelbifurkation).

Typ 1 Ein Beispiel wére die logistische Abbildung beim Verschwinden des p = 3-Zyklus bei
r=7c=1+-8=3.83.

Xpi1 = &+ X + ux3

AXn+1

e>0

5,4 i(m

Frage: Wie lang sind die nicht chaotischen (laminaren) Phasen, oder genauer was ist die Zahl
der Iterationsschritte einer laminaren Phase?

Antwort:

Xni1 = Xn + &+ X3
Xpil —Xn =€+ UxE, u>0
———

*)
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Dabei ist (*) klein fur Iterationen innerhalb des Tunnels dx.

dx

2
—— =&+ Ux
dn H
dx
- o
£+ ux?
0 J“L_L
e E4 X2 JHE
i L
JE

Dies ist die Zahl der Iterationsschritte einer laminaren Phase.

Laminares Signal: monoton wachsend

Xn+1

I||H >
=

Typ II Wie bereits erwahnt tritt die Intermittenz in der Hopf-Bifurkation auf. Betrachte eine
zweidimensionale Abbildung in der Umgebung der Hopf-Bifurkation

n

Tp =1+ &1, +pury, pu>0

9n+1 :9n+Q
3
Tnel —Vn = EVp + Uy
dr =&r+urd
dn
® dr 1
n -~ 3~
r &V + UY &
Xn+1 Xn+1
A A
<0 >0
> Xn > Xn

Laminares Signal: Spiralen

N
N
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Vl‘l

Typ III Hier tritt die Intermittenz bei der inversen Periodenverdopplung auf (Gabelbifurka-
tion).

Xnp1=—(1+&xp —pux3, pu>0
I\ _ el + plxl?
dn H
siehe Typ Il 1
— ~ =
&
Xn+1 Xn+1
A £<0 A e>0
> Xn > X

Laminares Signal: alternierend wachsend

>N

1.5 Seltsame Attraktoren in dissipativen Systemen

Die Beschreibung dynamischer Systeme erfolgt durch diskrete Abbildungen oder kontinuier-
liche Fliisse. Ein kontinuierlicher Fluss ist definiert durch ein Differentialgleichungssystem

2014-11-20
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erster Ordnung.
x=F(x), xeR"

Dissipativ heillt, ein beliebiges Volumenelement, das durch eine Flache S im Phasenraum
{x} umschlossen wird, sich im Laufe der Zeit auf Null zusammen zieht.

vV [ . [~ OF
dt _Jvd x(lzi axi)

dv
E<O. A

Divergenztheorem

flir dissipative Systeme gilt

> Beispiel Ein Beispiel fir einen dissipativen Fluss ist das Lorenzmodell.
X=-0X+0Y
Y=-XZ+vX-Y
7 =XY-bZ
Man kann dies in Matrixschreibweise iiberfithren
x = F(x)
divF=-(oc+1+b)<0

— V(t) — Voef(o'+l+b)t

Die Losung fiir t — o kann ein stabiler Fixpunkt sein, aber fiir bestimmte Parameter (z.B.
v =28, 0 =10, b = 8/3), existieren keine stabilen Fixpunkte, die Bahnen sind chaotisch. I«

Wie vertragt sich das chaotische Verhalten mit der Forderung eines fir t — o verschwinden-
den Volumens? Die Bahn lauft gegen einen sogenannten seltsamen Attraktor.

Zum Begriff:

Attraktor: Alle Bahnen in einem beschridnkten Gebiet des Phasenraumes werden fiir hinrei-
chend lange Zeiten zum Attraktor hingezogen.

Seltsam: Auf dem Attraktor gibt es eine sensitive Abhdngigkeit von den Anfangsbedin-
gungen, d.h. trotz Volumenkontraktion miissen die Liangen nicht in alle Richtungen
abnehmen. Anféanglich infinitesimal benachbarte Punkte entfernen sich exponentiell
voneinander auf dem Attraktor.

Eigenschaften: Alle bisher gefundenen seltsamen Attraktoren in dissipativen Systemen haben
eine gebrochene Hausdorffdimension, sind also Fraktale.

Die notwendigen Bedingungen fiir das Auftreten eines seltsamen Attraktors sind:
» Streckung des Volumenelements in mindestens einer Dimension,
» Abnahme des Volumens, Schrumpfung in den anderen Dimensionen,

» Beschriankung des Gebiets (erlaubten Phasenraumbereichs), Faltungsprozess.
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Streckung und

Stauchung Faltung
— —

Erinnerung: Der Bernoulli-Shift x,., = 2x, mod 1 fiihrt zu einer Streckung und Faltung des
Einheitsintervalls.

Fiir eine Abnahme des Volumens brauchen wir mehr als eine Dimension. Dies haben wir bei
der Backer-Transformation kennen gelernt:

f:10,1) x[0,1) — [0,1) x [0,1)

Xnte1 = 2Xn mod 1

aAYVn fir 0 <x, <3
Yn+1 1 1
s+tay, fiur; <x,<1

Fir Punktmengen
Xn+1 = f (xn)

zeigt sich dissipatives Verhalten, sofern die Determinante der Jacobi-Matrix

‘det(af(xi)>’ <1
an

ist. Anschaulich bedeutet dies, dass fiir jeden Iterationsschritt das Volumen schrumpft. Die
Backer-Transformation ist dissipativ fiir a < 1/2 (Stauchung in y-Richtung).

/////////
> 20000 pa
E— >

Nach n-Iterationen ist das Volumen V,, = (2a)", also eine Uberdeckung durch Flichen a"
mit Kantenlidnge &, = a. Die Anzahl der Uberdeckungen ist N(n) = V,/a’" = (2a)"/a*" =
(2/a)™. Damit ergibt sich die Hausdorffdimension

D — lim BN
n-» Ineg,
. nln(2/a)
—lim ————=
n—-» nlna
_,_ 2
Ina
In2

[Inal

alsogilt 1 <D <2 fir0 <a < 1/2.Im Limes n — o« ergibt sich ein seltsamer Attraktor. -
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»| Beispiel Ein weiteres Beispiel ist die dissipative Hénon-Abbildung.
Xni1=1—ax2+yn
Yn+1 = bxy,

Die Abbildung kontrahiert die Flidche, d.h. ist dissipativ fiir |b| < 1. I«

1.5.1 Die Kolmogorov-Entropie

Wir kennen den Begriff der Entropie aus der statistischen Mechanik

S~> PnP
i

wobei P; die Wahrscheinlichkeit das System im Zustand {P;} oder genauer in der Phasen-
raumzelle i zu finden ist. Die Entropie S misst (nach Shanon) die zuséatzliche Information,
welche benotigt wird, um das System in einem bestimmten Zustand i zu lokalisieren.

> Beispiel Adiabatische Gasexpansion.

A
o5 9
o
M,
9
JJJ .
) 90
Vi Vs

Die Entropie steigt an, sofern die Box nicht mehr unterteilt ist, da die Unkenntnis tiber das
System anwdchst. Als die Atome auf eine Héalfte des Volumens beschrankt waren, wussten
wir mehr {iber die Position der Atome als nachher. D.h. Informationsverlust ist die Folge. I«

Wir iibertragen den Entropiebegriff auf die Dynamik eines seltsamen Attraktors. Dazu
betrachten wir eine Trajektorie auf dem Attraktor

x1 (1)
x(t) = :
xa(t)

Unterteile den d-dimensionalen Phasenraum in Kdstchen der GroRe £4. Diskretisiere den
Zeitablauf durch endliche Zeitschritte T mit ¢, = nt. Py, ist hierbei die Wahrscheinlich-
keit, dass x(t = 0) in Kastchen i, ist, x(t = T) in Kéastchen iy, ...und x(t = nt) in Kastchen
i,. Die GroRe
K, = - Z Py,..i, InP; i,
iQ...in

ist dann proportional zur Information, die man braucht, um das System auf einer speziellen
Trajektorie iy .. .1, mit der Genauigkeit £ zu lokalisieren. K,,,; — K, ist die Information, die
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man zur Vorhersage braucht in welchem Kastchen 1i,.; das System zur Zeit t,,; sein wird,
wenn es zur Zeit t,, in den Kastchen i, ... i, war. Dabei ist ij... i, kein exakter Bahnverlauf.
Umgekehrt entspricht dies einem Informationsverlust tiber die Trajektorie beim Zeitschritt
von t, nach t, .

Definition Die Kolmogorov-Entropie (K-Entropie) ist die mittlere Rate des Informationsverlus-
tes.

N-1
K =limlim lim NL Z (Kps1 — Ky)

T-0 -0 N—oo

11_ 1{, N+ Z Plo lN 10 N
10 LN
Beachte, dass die Grenzwerte nicht vertauschbar sind! X

1. Reguldre Bewegung: Anfanglich benachbarte Bahnen bewegen sich benachbart (kein
Informationsverlust).

Pioil =1 'Pio = Pio - = Z Pio...iN lnPi[)...iN

ig...iN
ist unabhéingig von N und somit K = 0.

2. Chaotische Bewegung: Anfédnglich benachbarte Punkte werden exponentiell voneinan-
der getrennt.

—A
Piyi, = e - Py
Pi,.iy =€ T . P, . mit P =1 fiir iy, 0 sonst
e/\NT - - Z Pi()...iN lnPi(]...iN = NAT
igoin —_—
e~ ANT —ANT
= K=A

Die Verbindung von K mit dem Liapunovexponenten ist:
» Ein-dimensionale Abbildung: K ist gleich dem (positiven) Liapunovexponenten A

» d-dimensionale Abbildung: K ist die gemittelte Summe der positiven Liapunovex-
ponenten:

K = jddx 0(x) Y Al (x)

wobei ¢(x) die invariante Dichte auf dem Attraktor ist.
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3. Stochastische (zufillige) Bewegung: Anfanglich benachbarte Punkte sind mit gleicher
Wahrscheinlichkeit tiber alle erlaubten Kastchen verteilt.

P;, =1 fir ein iy, 0 sonst

#d
Pioil = 7 <1
1
= - Z Pi..iy In Py iy Nln?
[ —

i0.iN
0N 04V Intd)v

-0
= K - o

Die K-Entropie bestimmt die mittlere Zeit T,,, fir die man den Zustand eines Systems
vorhersagen kann. Ein Intervall £ wéchst nach n Zeitschritten zu L ~ £ exp(An).Ist L > 1, so
konnen wir die Trajektorie nicht mehr lokalisieren, d.h. genaue Vorhersagen sind nur fiir
Zeiten n < T,,, moglich. Somit konnen wir schreiben

£ ist die Genauigkeit der Lokalisierung des Anfangszustandes. Im letzten Schritt haben
wir den Liapunov-Exponent A mit der Kolmogorov-Entropie ersetzt und so T,, auf hohere
Dimensionen generalisiert. Wichtig ist hierbei, dass T,, von £ nur logarithmisch beeinflusst
wird.

Wie wir sehen werden, stellt die Kolmogorov-Entropie eine fundamentale GréRe dar, mit der
wir chaotisches Verhalten charakterisieren kénnen. Ein Attraktor mit positiver Kolmogorov-
Entropie kann somit als seltsamer Attraktor definiert werden.

1.5.2 Charakterisierung des Attraktors durch ein gemessenes Signal

Frage: Konnen wir aus der Messung des Zeitsignals einer chaotischen Trajektorie x(t) =
(x1(t),x2(t),...) auf Eigenschaften des Attraktors (Fraktale Dimension, K-Entropie) schlie-
Ren?

Betrachte dazu die Diskretisierung der Trajektorie x(t = 0), x(t = T), ..., x(t = NT) auf
dem seltsamen Attraktor und die Aufteilung des Phasenraumes in Zellen mit Kantenldnge £.
Dann ist

. N;
P=imy
die Wahrscheinlichkeit die Trajektorie in Zelle i zu finden mit N; der Zahl der Punkte
x(t = jT)inKdstcheni(i=1,...,M({)).
Es ist niitzlich die Begriffe der Dimension und Entropie zu verallgemeinern.

28 2014-11-27



1. Verallgemeinerte Dimension D:

DISSIPATIVE SYSTEME | 1

1 In (S P

Dq=l€i£n

0g-1 Ind

, a=0,1,2,...

» Im Spezialfall g = 0 erhalten wir wieder die Hausdorff-Dimension

InM(£)

» Fiir g = 1 miissen wir den Vorfaktor speziell behandeln

Dy = —lim
0 £-0

In?t

) _ M(0)
D, =lim~—>, mitSH{) = - P;InP;
1 =lim 0) Zl iInP;
Dies bezeichnen wir als Informationsdimension.
» D», also fiir g = 2 heilbt Korrelationsdimension.
Es lasst sich zeigen, dass
Dy <D, furq > q
2. Verallgemeinerte Entropie K:
1 1
K, = —-limlim —— = In Pt
a {,1_0 nl—oo q- 1n ,'0%‘1 i1...in

Der Limes lim,_.; K; = K; = K liefert die K-Entropie.

Die Bestimmung der Wahrscheinlichkeiten aus einer chaotischen Trajektorie (und damit die
Berechnug der D, und Kj;) ist im Prinzip mdglich, aber sehr aufwéndig. Wir suchen einen
yeinfacheren“ Weg, dazu betrachte nur Kastchen, in denen wirklich Punkte des Attraktors lie-
gen. Ersetze hierzu die gleichméRig verteilten Késtchen in 3; P/ durch die Summe tiber nicht
gleichmalig verteilte Kdstchen um Punkte x; der Zeitreihe, die z.B. durch eine Abbildung

xj+1 = f(x;) generiert werden.

se =3,
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1.5| SELTSAME ATTRAKTOREN IN DISSIPATIVEN SYSTEMEN

Dabei ist x; ein Element im Kéastchen i und
P[fj(xo)] = p(Xj) = Pj

ist die Wahrscheinlichkeit die Trajektorie in einem Késtchen der GroRe £ um die Trajektorie
x; = f4(xo) zu finden.

Die Textdefinition fiir P; lautet umgesetzt als Formel:

0 ,x<0

. 1 i
pj:NZi:(a(#—lxi—xﬂ) mit 9_{1 , x>0

und x; = x;(t = iT). Damit:

S-S (x
~"i T N &\N
i Jj=1 i

N q-1

O — |x; - xA,-|)) = C,(0)
1

Wichtig ist der Spezialfall g = 2, der als Korrelationssignal bezeichnet wird C,(¥) = C(¥).
Dieses misst die Wahrscheinlichkeit dafiir zwei Punkte auf einem Attraktor in einer Zelle der
GroRe £ zu finden. Hieraus lassen sich bestimmen:

» Die Korrelationsdimension D>

. p?
D, = lim In>; P;

— <D
¢~0 In? 0

untere Grenze fir die Hausdorff-Dimension. D, ist die Steigung der Kurve bei Auftra-
gung von In C(£) iiber In £.

Henon-Abbildung D, =1.21
Lorenz-Modell D, = 2.05

Wiederholung: Wir hatten kennengelernt:
1. Verallgemeinerte Dimension D,

2. Verallgemeinerte Entropie K,

1 1
K, =-limlim ———In pt
1 t~on-ogq—1mn l‘()%n Hetn

Der Limes lim, ., K; = K; = K liefert die K-Entropie.

AuBerdem hatten wir 3; P{ berechnet. -

Nun berechnen wir die K-Entropie dhnlich zur Berechnung '; P{ fiir D,:

1 X1 & $ "
z Piql...in = N Z N Z off- Zo(xiﬂfn - Xj+m)2 = erl(ﬂ)
i=1 j=1 m=

ig.in
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log Ch (), x

» 10 Auftragung von log Cy (£) iiber log £.

Fiir den Spezialfall g = 2 ist C2(£) = C,(¥) die Verallgemeinerung des Korrelationssignals
C(¥). Man beachte, dass C;_,(£) = C,(¥). Die Funktion C;i (£) l4sst sich fiir jede Trajektorie
direkt berechnen. Es ist keine explizite Zellaufteilung des Phasenraumes erforderlich. Es gilt':

I}H(},l}fn Ci(l) = (q-1)D,ylog? + n(q - 1)K,

Die verallgmeinerte Dimension D,, sowie die verallgemeinerte Entropie K,; kénnen somit
aus experimentell gemessenen Daten bestimmt werden. Tragen wir das Korrelationssignal
logarithmisch tiber log £ auf, konnen die GroRen abgelesen werden (siehe Abbildung 10).

1.5.3 Bilder seltsamer Attraktoren und fraktaler Grenzen

Betrachte eine komplexe Funktion f(z) = z3 — 1 = 0. Wir finden drei Nullstellen und zwar
bei z; = 0, z, = e2™/3 z3 = e4T/3_ Verwende das Newtonsche Verfahren zur Bestimmung der
Nullstellen
f(2) = f(z0) + f(z0)(z2—20) =0
Iteration liefert
f(zn)

Zn+1 =Zn_f,(z )
n

Die Anwendung auf die gegebene Funktion f(z) liefert uns

flz)=2-1
f'(z) =32°

3 _
Zn+1=2n_zn !

2
3z2

Offensichtlich hat die Abbildung drei stabile Fixpunkte bei den Nullstellen von f(z). Nun
stellt sich die Frage, auf welchen der drei Fixpunkte die Abbildung konvergiert, bei gegebenem
Startwert zo. Anders gesagt: Welche Form haben die Attraktionsgebiete der drei Fixpunkte?
Eine naive Vorstellung ist in Abbildung 11 dargestellt.

'ohne Rechnung
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» 11 Naive Vorstellung der Attraktionsgebiete.

Eine numerische Untersuchung zeigt jedoch, dass die Attraktionsgebiete sehr kompliziert
und miteinander verwoben sind, es sind selbstdhnliche Strukturen.

Die Grenzen der Attraktionsgebiete rationaler Abbildungen werden als Julia-Mengen bezeich-
net (Julia, 1918). Julia-Mengen sind normalerweise Fraktale, die Iterierten von Punkten dieser
Menge zeigen chaotisches Verhalten.

Ein weiteres Beispiel einer Julia-Menge ist
2
Zpi1 = fel(zn) =z, + ¢

Ein Fixpunkt ist formal bei z = o0, was die Grenze des Attraktionsgebietes ist. Dieses bildet
die Julia-Menge J. (hdngt von c ab).

Je =Rand von {z | ,l,lfn Sl(z) — oo}
Theorem von Julia und Fatou: J,. ist zusammenhcdngend genau dann, wenn gilt

lim f7(0) + oo x

Die Mandelbrotmenge ist definiert als

M = {c | J. ist zusammenhdngend}
={c| }}E}off(m + 0o}

1.6 Der Ubergang von Quasiperiodizitit zum Chaos

Frage: Wie ist das Einsetzen von zeitlicher Turbulenz in Fliissigkeiten mit dem Auftreten
eines seltsamen Attraktors verbunden?

w
N
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Wiederholung: Die Hopf-Bifurkation erhdlt man aus der folgenden Differentialgleichung in
Polarkoordinaten:

dr _ 3 Irge 2t )

dt (v +77) - ri(t) = 2 _Oefzrt) +T mit vy = 7 (o)
do

i o(t) = wt mit 0(t =0) =0

I' > 0: Trajektorie lauft zum Ursprung
I' < 0: Grenzzyklus mit Radius v, = +/-T.

Bei einer Hopf-Bifurkation tiberquert ein Paar komplex konjugierter Eigenwerte die imaginére
Achse. -

1.6.1 Die Landau-Route zur Turbulenz

Das System durchlduft eine Vielzahl von Hopf-Bifurkationen (vgl. Feigenbaumszenario) mit
Ubergang I; > 0 — I; < 0. Jede Hopf-Bifurkation fiihrt eine neue Frequenz mit w; in das
System ein. Bei unendlich vielen Hopf-Bifurkationen wird im Grenzfall ein kontinuierliches
Leistungsspektrum (und damit Chaos) erreicht. Experimente zeigen, dass die Landau-Route
zur Turbulenz beim Bénard-Experiment nicht beobachtet wird. Schon nach dem Auftreten
von zwei Fundamentalfrequenzen (also schon nach zwei Hopf-Bifurkationen) zeigt das
Experiment ein kontinuierliches Leistungsspektrum.

1.6.2 Die Ruelle-Takens-Newhouse-Route zum Chaos:

Theoretische Untersuchungen (1978) zeigen, dass bereits nach drei Hopf-Bifurkationen
die reguldre Bewegung instabil werden kann und die Trajektorien kénnen sich dann auf
einen seltsamen Attraktor zubewegen. Dies entspricht einem gegeniiber der Landau-Route
verkiirzten Weg zur Turbulenz.

Ein Beweis des Theorems ist mathematisch aufwandig.

Bemerkungen: » Es ist kein Chaos moglich vor der dritten Hopf-Bifurkation. Nach der
zweiten Hopf-Bifurkation lauft die Trajektorie auf einen Torus (zweidimensionale
Mannigfaltigkeit). Auf diesem Torus ist dann Chaos nach dem Poincaré-Bendixon-
Theorem verboten.

» Nach der dritten Hopf-Bifurkation lauft die Bewegung auf einen Dreiertorus. Es wurde
gezeigt, dass bestimmte Storungen existieren (die zwar infinitesimal klein sein kénnen,
aber gewisse Eigenschaften erfiillen miissen), welche dann die quasiperiodische Bewe-
gung auf einem Dreiertorus in die chaotische Bewegung auf einem seltsamen Attraktor
umwandeln.

» Prinzipiell moglich ist auch das Aufbrechen eines Zweiertorus, z.B. wenn der Dreierto-
rus direkt nach der Entstehung bereits so instabil ist, dass die dritte inkommensurable
Frequenz nicht beobachtet werden kann. -
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1.6.3 Universelles Verhalten beim Ubergang von Quasiperiodizitit zum Chaos

Wir untersuchen den Ubergang von quasiperiodischer Bewegung auf einem Zweiertorus zu
chaotischer Bewegung anhand einer einfachen Poincaréabbildung.

1.6.3.1 Die eindimensionale Kreisabbildung

1. Schritt: Poincaréabbildung fiir die ungestorte Bewegung auf dem Zweiertorus in Polarko-
ordinaten (beachte 8 = Winkel/2m € [0, 1)).

Oni1 = f(0y) = (0, +Q) mod 1

mit der Windungszahl Q = w;/w;. w; und w; sind die Frequenzen auf dem

Zweiertorus.
w1 14 . . Lo
Q) = — = — rational: Periodische Bewegung
w3 a
w, i L
Q= w—l irrational: Quasiperiodische Bewegung
2

2. Schritt: Hinzunahme einer nichtlinearen Stérung.
9n+1 = f(en) = (en +Q - % sin(ZTan)) mod 1

mit dem Kontrollparameter k, der die Stdrke der nichtlinearen Stérung bestimmt.

Motivation: Die eindimensionale Kreisabbildung beschreibt als physikalisches System einen
getriebenen Rotator fiir den Fall, dass ein konstantes Drehmoment I'QQ zu dem antreibenden
Moment addiert wird (mit I" grol).

@ +yP=kf(@) > §(t-nT)+TQ -

n=0

Bestimmte universelle Eigenschaften der Kreisabbildung sind unabhéangig von der speziellen
Form von f(0) (vergleiche Universalitdt beim Feigenbaumszenario) die Funktion f muss die
folgenden Bedingungen erfiillen:

» f(0+1) =1+ f(0) (hier ohne mod1 zu verstehen)

» Fur |k| < 1 existieren f(0) und ihr Inverses und f () ist differenzierbar (d.h. f(9) ist
ein Diffeomorphismus).

» Bei k = 1 wird f~'(0) nicht differenzierbar und fir |k| > 1 existiert kein eindeutiges
Inverses von f(0).

Zur Windungszahl: Fiir k + 0, d.h. mit Storung gilt nicht mehr einfach w = Q. Statt dessen:

w = lim l[f"(@o) —90]
—

n—o N

ohne mod1

34 20141211



DISSIPATIVE SYSTEME | 1

w = p/q rational: Modenkopplung.

w irrational: Quasiperiodische oder chaotische Bewegung. X

Zur Verdeutlichung der Modenkopplung: Beobachtung von Huygens (1629-1695) zur Syn-
chronisation zweier Wanduhren (w = 1). Hinweis: Modenkopplung heilt nicht, dass die
Trajektorien selbst exakt periodisch sein miissen. Die Kreisabbildung und damit auch die
Windungszahl w der Bewegung hdngen ab von den zwei Parametern {Q, k}.

Diskussion des Phasendiagramms der Kreisabbildung:

» Arnoldzungen (Bereiche mit Modenkopplung, w = p/q rational) im Gebiet |k| < 1.
Fir |k| < 1 haben die Gebiete mit und ohne Modenkopplung in der Q-k-Ebene eine
endliche Flache.

» Bei k = 1 wandern die Arnoldzungen so aufeinander zu, dass die Bereiche von Q, in
denen keine Modenkopplung auftritt eine selbstdhnliche Cantormenge (Fraktal) mit
MaR Null ist.

» |k| > 1: Chaotisches Verhalten wird moglich. Chaotische und nicht chaotische Gebiete
sind in der Q-k-Ebene eng miteinander verwoben.

1.6.3.2 Modenkopplung und Farey-Baum

Frage: Fiir k fest gegeben, in welchen Q-Intervallen tritt Modenkopplung auf?

Fiir einen Zustand mit rationaler Windungszahl w = p/q lasst sich das zugehorige Q-Intervall
Q = Q(k) aus der Bedingung bestimmen, dass ein stabiler g-Zyklus fg’k(Qj‘) =p + 0 mit

Elementen 0f,..., 0} in der Kreisabbildung auftritt, d.h. es muss gelten
q q
| a0 | = |TTfoxt05)] = |TT1 - keos2mo;) | <1
i=1 i=1
»| Beispiel
_p_0_
w = i1 0

Jax(0) =0+ 0
= O = L sin(216y)
21
| fax(00)| =11 = kcos(2m0o)| < 1
Losung fir k < 1: |Q| < k/(277).
Allgemeine Losung fiir beliebiges w = p/q (Bak und Bohr, 1984):

» Fiir 0 < k < 1 gehort zu jeder rationalen Windungszahl w = p/q ein endliches Intervall
AQ(w =p/q,k).
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» Fir 0 < k < 1 haben die Q-Intervalle zusammen ein Mal

0<S:ZAQ(w:p/q,k)<1.

p.q

» Fur k = 1 bilden die Intervalle eine vollstandige Teufelstreppe (vollstandig heiRt Mal
Sw=p/q,k=1)=1). <€

Die Teufelstreppe ist eine monoton steigende Funktion auf dem Intervall [0, 1] wobei zu
jedem rationalen Funktionswert p/q eine Stufe endlicher Breite gehort. Die Stufenbreite
nimmt mit wachsendem Nenner g ab. Fiir zwei Windungszahlen w = p/qund w’' = p’/q’ hat
die groRte Stufe, die zwischen den beiden Stufen liegt, die Windungszahl (p+p’)/(q+q’). Die
Stufen der Teufelstreppe lassen sich anhand eines Farey-Baumes ordnen, d.h. alle rationalen
Zahlen werden nach aufsteigendem Nenner angeordnet, gemalt der Regel, dass die groRte
rationale Zahl zwischen p/q und p’'/q’ durch (p + p’)/(q + q’) gegeben ist.

Der Farey-Baum ordnet die Bereiche, in denen Modenkopplung auftritt, nicht nur fir die
Kreisabbildung sondern auch eine Vielzahl realer physikalischer Systeme, z.B. getriebe-
nes Pendel, Josephson-Kontakte und System mit Ladungsdichtewellen. Der Ubergang von
quasiperiodischem in chaotisches Verhalten wird durch zwei Typen von Universalitat ge-
kennzeichnet.

1.6.3.3 Lokale Universalitat

» Ubergang von quasiperiodischem zu chaotischem Verhalten bei einer speziellen Win-
dungszahl w.

» Es zeigen sich enge Parallelen zum Feigenbaum-Szenario. Wir betrachten als Beispiel
wieder die Kreisabbildung:

Oni1 = (On +Q - % sin(ZTrOn)) mod 1 = f(6,)

Um eine spezielle Windungszahl w festzuhalten, miissen zwei Parameter Q und k,
Q(k) angepasst werden.

w = Jim - (£"(00) - 0y)
wdahlen wir als irrationale Zahl (notwendig fiir Quasiperiodizitdt) den sogenannten
Goldenen Schnitt

w* = %(\E— 1) = 0.6180339
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Abstecher: Der goldene Schnitt

Jede irrationale Zahl ldsst sich durch eine Folge von endlichen Kettenbriichen (also eine
Folge rationaler Zahlen) approximieren. Als goldenen Schnitt wird diejenige irrationale Zahl
bezeichnet, die sich am schlechtesten durch rationale Zahlen approximieren lasst.

1

(1.1)
1+ —
1+

1+---

Die sogenannten Fibonacci-Zahlen F,, die durch F,,; = F,, + F,_1, Fy = F; = 1 definiert sind,
liefern uber
E, E, 1 1

Fn+1 Fn+Fn—l Fn—l 1
1 1+

Fy 1+...
—_—

n mal

Wy =

eine Folge rationaler Zahlen, die gegen w* = lim,,_.., w, konvergieren. Im Limes n — o folgt

aus (1.1)

* 1
1+w*

w = w*(1+w*)=1

also ist w* Losung der Gleichung w? +w —1 =0
1
w* = E((— 1) = 0.6180331
Geometrische Interpretation: Aufteilung einer Linie der Linge L, sodass

0 _L-¢

L 4

*

Lokale Universalitit: Der Ubergang von Quasiperiodizitidt zum Chaos bei einer speziellen
irrationalen Windungszahl w = w* = lim, .. w, = lim,_« F,/F,,; erfordert eine Anpassung
von Q und k, d.h. fiir jedes k ist Q(k) so zu wahlen, dass sich die Windungszahl w* ergibt.

Numerische Resultate fir die Kreisabbildung (Shenker, 1982):

(a) Die Parameter Q, (k), welche die Windungszahlen w,, erzeugen, bilden eine geometrische
Folge, die sich einer Konstanten néhert gemaf

—-2.6180339 = —(w*)"! fur |kl <1

Qn(k) = Qu(k) — consté™ wobei § = .
—-2.83362 fur k| =1

eine universelle Konstante ist, die jedoch von w* abhéngt.
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(b) Die Abstande d,, von 0 = 0 zum ndchsten Element eines Zyklus, der zu w,, gehort
dn = far (0) = Fpy

haben das Skalenverhalten

lim
n—c dy

dn . L -1.61803 = —(w*)? fir k| <1
=& mit &= }
—1.288 57 fur k| =1

als universelle Konstante.
(c) Die periodische Funktion
u(t)) =0"(t;)) —-t;, j=0,1,2,...
=0(j - wn) = f7(0)

variiert fur |k| < 1 und Q,, — Q. stetig mit . Fur |k| = 1 wird die Folge unstetig. Dies
deutet den Ubergang von Quasiperiodizitit zum Chaos an.

(d) Das Leistungsspektrum
Fpi1-1

Z u(tj)eZ‘rriwl_,
0

A =
(w) Fn+1 j

fir |[k| = 1 und w zeigt im Limes n — oo selbstdhnliche Strukturen, d.h. die Hauptstruk-
turen zwischen zwei aufeinander folgenden Maxima sind im wesentlichen die Gleichen.

Zu (b) Ableitung der zugehorigen Funktionalgleichung. Definiere dazu
fa(x) = & fM (& "x) mit f™(x) = fi1(x) - F,

Beachte f,gQ(O) = p fiir Windungszahl w = p/q. Das Skalenverhalten

lim - _ & mit dy = f51(0) = Fpy
n-w d,

lasst sich schreiben als

lim &"d,, ~ lim & f™(0) = lim £ (0) = const

n—oo
Analog zu Periodenverdopplung: {f,(x)} konvergiert gegen eine universelle Funktion
}Lm fn(x) = f*(x) mit f*(x) Losung einer Fixpunktgleichung

FT(x) = fFe2(x) = Fyoy = fr0 L (0] = (Fo + Fao)
= L0 + Fu] = (o + Fao)
= fla[fm=D(x)] - F, (beachte f(x +1) = f(x)+1)
= FPLF 0T = FUUL ()]

fn+1(X) — &n+1f(n+1)(5(—<n+1)x)

— &n+1f(n)[f(n—l)(&—(nﬂ)x)]
= & LE D f (6070
= &fpl&fn1(&%x)]
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Grenzfall n — oo: f*(x) ist Losung der Fixpunktgleichung

F700) = &7 1af (32501

Ansatz fur |k| < 1: f* (x) = x — 1 ist Losung. Einsetzen:

—w* —1=—(w*)1,
:>6(:<: W) fur |k| <1
w*
wobei wir w* = 1/(1 + w*) verwendet haben. Fir k = 1:
2
f(f)=e+Q—L sin(27r¢) :Q—ZLE3
2 —— 3

:2175—%(2115)3
der lineare Term in & verschwindet.
Der Ansatz f*(x) = 1 + ax® + bx% + ... liefert nach einsetzen & = —1.28857... fiir k = 1.

Zu (), in Analogie zur Periodenverdopplung, sind die §-Konstanten Eigenwerte der linearen
Fixpunkt-Gleichung. Die Losung ist komplizierter, da die Rekursionsgleichungen von zweiter
Ordnung sind, d.h. von f,, und f,.; abhéngen.

1.6.3.4 Globale Universalitit

Skalenverhalten fiir diejenigen Q-Werte, bei denen keine Modenkopplung auftritt (Bereich
komplementadr zu den Arnold-Zungen). Numerische Resultate (M.H. Jensen, P. Beck, T.
Bohr,1984):

» Fir k — 1 strebt die Gesamtlédnge der Stufen in der Teufelstreppe mit einem Potenzge-
setz nach 1.

C=1-YA0 (B,k> ~(1-k* mitf=0.34
p.a a
universeller Exponent fir alle f(®) mit einem kubischen Sattelpunkt bei k = 1.
» Bei k = 1 bilden die Q-Werte, die zu irrationalen Windungszahlen gehoren, eine

selbstdhnliche Cantormenge (vom Mal 0) mit universeller Hausdorff-Dimension D* =
0.87.

Frage: Lassen sich die fir die Kreisabbildung diskutierten universellen Eigenschaften wirklich
an realen physikalischen Systeme beobachten?

Kriterien fiir Systeme, das sich analog zur Kreisabbildung verhalt:

» Leistungsspektrum zeigt zwei oder drei inkommensurable Frequenzen vor dem Einset-
zen von breitbandigem Rauschen. Fiir geeigneten Schnitt im Phasenraum findet man
0,:1 = f(0,) wobei f(O + 1) = f(©) + 1 mit f(©) qualitativ wie Kreisabbildung.
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» Analyse der Zeitreihe der ©, zeigt universelle Ziige in der Nihe des Ubergangs zum
Chaos:

» Die Teufelstreppe der Intervalle mit Modenkopplung wird durch einen Farey-Baum
angeordnet.

» Die Bereiche ohne Modenkopplung bilden ein Fraktal mit Hausdorff-Dimension
D = 0.87.

» Nichttriviales Skalenverhalten mit & = —1.289 fiir Windungszahl w* = (v/5-1)/2.
Experimente mit dynamischem Verhalten der Kreisabbildung:

» Das getriebene Pendel:
O+ y® +sin® = Acoswt + B

und t, = nTmit T = 217/ W
0, =0(t,) = O(nT)
» Elektrische Leitfahigkeit von Barium-Natrium-Niobat

» Das dynamische Verhalten von Herzzellen

Ausblick
I Dissipative Systeme
II Konservative Systeme
a) Ziel der klassischen Mechanik seit Newton
» Erkenntnisse iiber Naturgesetze, denen Bewegungen gehorchen
» Vorhersagen liber Bewegungsablaufe

Deterministisches Weltbild: Wir kennen die Kréafte und Zwangbedingungen zwischen
den Korpern

= Deterministische Bewegungsgleichung

= Bewegungsablauf als Losung der Differentialgleichung bei gegebenen Anfangsbe-
dingungen. ,Nur* ein technisches Problem? Nein.

Es gibt deterministisches Chaos auch in konservativen Systemen. Der Unterschied
zwischen dissipativen und klassischen Hamiltonsches Systemen ist, dass bei Hamil-
tonschen Systemen das Phasenraumvolumen erhalten bleibt (Satz von Liouville).

b) Quantensysteme

» ,Alte” Quantenmechanik: Diskrete Energieniveaus durch Quantisierung klassi-
scher Bahnen (Bohr-Sommerfeld Quantisierungsregel):

i;p-dr=nh, n=12,3,...

Erfolge: Rydbergserien des Wasserstoffatoms (Bohrsches Atommodell)

Versagen: Schon fiir den Grundzustand des He-Atoms (Dreikoérperproblem)
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» ,Neue“ Quantenmechanik: Schrodingergleichung Hy = Ey liefert korrekte Ergeb-
nisse, aber ohne jeden Bezug zu klassischen Bahnen oder klassische Dynamik.

» ,Alte” Quantenmechanik geriet lange Zeit in Vergessenheit. Frage: Gibt es Chaos
auch in Quantensystemen?
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Konservative Systeme

2.1 Klassisches Chaos

Wir starten mit einer Wiederholung der klassischen Mechanik.

Die Lagrangefunktion lautet
L =1(qi,qi,t) =T~V

mit den generalisierten Koordinaten g;, welche die Zwangsbedingungen beinhalten. Die
Euler-Lagrange-Gleichung lautet

d oL _ oL
dt aql - aql
Dies ist dquivalent zur Hamiltonfunktion und den Hamiltonschen Gleichungen:
oL )
pi = =— , kanonische Impulse
94d;
H= Z pidi — L
i
. _ _OH
" oa
. _ OH
4= opi

Die Mechanik lasst sich auch symplektisch formulieren. Dazu definieren wir den Phasen-
raumvektor y = (q, p), der 2N Dimensionen hat. Weiterhin benétigen wir die symplektische
Matrix J

3 _ <©N><N IlNXN) c RZNXZN

7]1N><N (O)NXN

womit wir die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen schreiben kénnen als

d_ _0H

dar y=14 E

Fiir ein System mit N Freiheitsgraden gilt, dass die Bewegungsgleichungen meist ,einfach“
zu losen sind, wenn es geeignete Koordinaten gibt, in denen die Hamiltonfunktion eine
yeinfache” Form annimmt. Eine einfache Hamiltonfunktion wére zum Beispiel eine, bei der
alle Koordinaten zyklisch sind, das heift H héngt nicht explizit von den Koordinaten ab.

H=HP) = P;=0 = P;(t) = «; = const
=35, =

w; = const = Q;(t) = w;t + Bi

Qi
Fir ein geschlossenes System bedeutet dies eine Bewegung auf einem N-dimensionalen
Torus.
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Frage: Wie finden wir die ,richtigen“ (zyklischen) Variablen?

Diese findet man mittels einer kanonischen Transformation (p,q) — (P,Q) uber eine
erzeugende Funktion, z.B. F, = S(q, P, t).

A
pi = 2
oS

Qi= ap,

0
H(P,Q,t) =H(p,q,t) + aS(q,P,t)
_f_"
= —E fir H zeitunabh.
Ein geeignetes S[H = H(P);P;(t) = const; Q;(t) = w;t + B;] ist Losung der Hamilton-Jacobi-
Gleichung
oS oS
H(aql,q,t> + E =0

welche eine partielle Differentialgleichung ist. Die Hamiltonfunktion heiflt integrabel, falls
eine globale Losung der Hamilton-Jacobi-Gleichung existiert.

Problem: Die Existenz einer globalen Losung ist nicht gesichert.

Eine Unterklasse der integrablen Systeme sind die separablen Systeme. H heilt separabel in
den Koordinaten g;, wenn die Hamilton-Jacobi-Gleichungen mit dem Separationsansatz

S=>Sia,x,...,qn)
i

in N gewohnliche Differentialgleichungen

oS
Hi| >—.,qi | = o
<aqi 1 )

zerfallen, was N Erhaltungsgroflen (Integrale der Bewegung) entspricht. Fiir die Umlauffre-
quenz w; auf dem Torus gilt im Allgemeinen

o0H
80(1-

wi #+

2.1.1 Wirkungs- und Winkelvariablen
Die Wahl der «; ist nicht eindeutig, ebenso J; = J;(x) bzw. «; = &;(J). Als physikalisch
sinnvoll erweist sich die Umlauffrequenz auf dem Torus

oH
aJi

Die Erzeugende fir die kanonische Transformation ist gegeben durch

Wi

Sa,)) = S(q,«()))
H(o) -~ H(J)

44 2015-01-08



KONSERVATIVE SYSTEME | 2

Fur die Wirkungsvariable gilt

_ 1 roSiqi, &)
C2m 3q1 dql

Ji= % j( pidq;
Dies liefert uns einen neuen Satz von N (erhaltenen) Impulsen.
Die Winkelvariable zu den J; kanonisch konjugierten Koordinaten Q; ist bei J; = const durch
0; = w;it + B;

gegeben, d.h.

_ 0S(ai, Ji)

o 0J;

»| Beispiel 1. Einfachster Fall: Eindimensionale konservative Systeme (integrabel)

H= %pz +V(q) = E = const

]=$§pdq=%§mdq

Fiir ein Pendel:

_ P
2me?

1 ;
J= o f\/Zm#(E— mgl(1—cos))de

+mgl(l -cos@)=E

Fallunterscheidung:
a) E < 0: Es existiert keine Losung

b) 0 < E < 2mg¥: p-Bewegung hat zwei Umkehrpunkte gegeben durch cos ¢, =
1 - E/(2mg¥): Vibration

1
J=

(PZ\/ €2 #
—;L)] 2ml2(E —mgl(1 — cos@))dp

) E > 2mgl:1-cosp = E/(mgl) > 2 Es gibt also keine Umkehrpunkte der
@-Bewegung: Rotation

1 21
J= o JO \/Zmﬂz(E - mgl(1 —cos@))dp

Veranschaulichung der verschiedenen Bewegungstypen im Phasenportrait erhdlt man
durch Auftragung p(q) = =/2(E - V(q))
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2. Zentralkraftproblem V(r) = V(v = |r|): In Kugelkoordinaten (7, 3, )

2 2
H-_L (p, &+.r)_7(’32>+\/(r)=

2m r2  y2sin® 9
_os s 3s
pr_a_ry Iﬂs—as, pq)_a(p
Mit dem Separationsansatz S = S,(¥) + Ss(9) + Se (@) lautet die Hamilton-Jacobi-
Gleichung:
1 ((3S\% 1 [[8s)\° 1 [03S)\°
aml(ar) *72[(38) * s (59) Jfrven-e
agp=Lz=const
o@:L;:const
ay:E':const
0 Jirkungsvariabl 2m
%:Lz Wirl niarae q9= 1 §de(p 1 de(p L

a9~V Ginte - Je 27T

2
Or_ fome-L _vin - Jr if sz—L——V(r)dr
or r? 2m re

Beim Keplerproblem haben wir ein Zentralpotential gegeben durch

V) =KD o et gy k[

In Wirkungs-Winkel-Variablen erhdlt man

mk?

H=E=-——"——
2(]7 +JS +J(p)2

Frequenzen:
©, = ws = Wy oH mk? '
a.](V,S,cp) (Jr +.]9 +.]q))5
Dies entspricht einer Entartung der w und héngt mit den Symmetrien zusammen. Wir
erhalten also geschlossene Bahnen, hier die bekannten Keplerellipsen.

H=H(,,Js +Jp) = wy =wy O(3)-Symmetrie
[ ——]

L=|L|

Im Allgemeinen ist w, # ws. Das Keplerproblem besitzt eine h6here Symmetrie
(O (4)-Symmetrie) als fir ein Zentralkraftproblem zu erwarten ware.

Separation in verschiedenen Koordinatensystemen (nicht nur Kugelkoordinaten mog-
lich), z.B. Kugelkoordinaten, parabolische Koordinaten (vier Systeme im Ortsraum,
sechs Systeme im Impulsraum).
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Ci(t=1)

> q

» 12 Ein Gebiet mit Grenze C, (t = t;) geht iiber in ein Gebiet mit Grenze C>(t = t»).

3. Wasserstoffatom im elektrischen Feld (Stark-Effekt)

V(T’)=—E+F'Z
¥

2
H-P kg,
2m r

Eine Separation in Kugelkoordinaten ist nicht méglich, jedoch eine Separation in
parabolische Koordinaten gegeben durch

E=r+z, n=r-z, @

Damit und mit m = 1 lautet die Hamiltonfunktion

P, 2k
H = §+ (Evg+nn,,)+2§n T4n

Der Separationsansatz fiir die Hamilton-Jacobi-Gleichung lautet

F
+5@&E-—n) =
§=S(8) +S5p(n) + Se (@) <

2.1.2 Die Bewegung im Phasenraum, Poincaré-Schnitte

Aus den Hamiltonschen Gleichungen folgt fiir autonome Systeme:
1. Trajektorien im Phasenraum schneiden sich nicht.

2. Ein Gebiet mit Grenze C,(t = t;) geht Uiber in ein Gebiet mit Grenze C(t = t») (vgl.
Abbildung 12).

3. Das Phasenraumvolumen bleibt konstant (Satz von Liouville)

Das Phasenraumportrait ist 2N-dimensional, also nur wirklich sinnvoll fiir eindimensionale
Systeme wie ein Pendel. Besser geeignet zur Analyse von Systemen mit zwei oder mehr
Freiheitsgraden sind Poincaré-Schnitte. Betrachte die Bewegung eines integrablen Systems
(N = 2) in Wirkungs-Winkel-Variablen.

0; = w;t + B; (Tori im Phasenraum)
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TB = Be.,

» 13 Wasserstoffatom im Magnetfeld

Die 6,-Bewegung ist periodisch mit der Periode T} = 21r/w;. Betrachte (J,, 6>) zu den Zeiten
t, = nT; (Stroboskopische Abbildung).

Fiir beliebige Systeme ohne Kenntnis von Wirkungs-Winkel-Variablen wéhlen wir eine Schnitt-
ebene X (PSOS, Poincaré surface of section) im Phasenraum.

» Regulire (integrable) Dynamik: PSOS zeigt (defomierte) Tori.

» Irreguldre (chaotische) Dynamik: Eine Trajektorie fiillt ein flaichenhaftes Gebiet im PSOS
aus (d.h. weniger als N = 2 Erhaltungsgrofen bzw. Integrale der Bewegung).

»| Beispiel Hénon-Heiles-Problem:

1 1 1
H=E(p§+p§,)+§(x2+y2)+x2y—§y3=E I«
2D Harmoniscvher Oszillator Kop;)rlung

Allgemein ist die Dimension des PSOS 2N — 2.

2.1.3 Das Wasserstoffatom im Magnetfeld

Klassisch gesehen bewegt sich das Elektron unter dem Einfluss von zwei Kréften, der
Coulomb-Kraft und der Lorentz-Kraft (geschwindigkeitsabhéangig):

kr
T3
F; = —-ewXxB

Fc =

Die Hamilton-Jacobi-Gleichung ist nicht separabel in keinem Koordinatensystem. Das System
ist ein Prototyp eines realen physikalischen (Quanten-)Systems mit klassischem Chaos.

Aus der Elektrodynamik ist bekannt:
B=V XA

mit dem Vektorpotential in symmetrischer Eichung

1
A=-BX
> r
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Im Hamiltonformalismus berticksichtigen wir Magnetfelder (Lorentzkraft) durch die minimale
Substitution. Die Hamiltonfunktion in atomaren Einheiten® lautet

1 , 1
H== A2 - =
2(p+ ) "

1, 1 1 1
=-p°——+5B- (rxp) +—(Bxr)
P B (rxp) + (Bxr)
Drehimpuls L
diamagn. Term
———
- 1 1 1 1
mit B = Bez_ 5172_;+§BLZ+§BZ(XZ+J/2)=E
s —

QZ
paramagn. Term

und hat zwei gekoppelte Freiheitsgrade ¢ und z. Das System ist nicht separabel. Die Ha-
miltonschen Gleichungen lassen sich nur numerisch 16sen. Das Problem ist die Coulomb-
Singularitéat (Beschleunigung divergiert im Ursprung). Abhilfe schafft die Regularisierung der
Coulomb-Singularitdt in semiparabolischen Koordinaten.

Uu=+r+z, v=+r—-z (p-Bewegung schon absepariert)

Im Folgenden ist L, = 0.

1

H=§u2+v2

2 1
2 2 2,,2,,2 _
(py+pv)_u2+v2+§BHV_E
Zusatzlich fiihrt man eine Transformation der Zeit durch
dt = 2rdr

Ohne Herleitung erhdlt man dann

1
H = E(pﬁ +p2) —EW*+v?¥)+

. )

1
gBZNZVZ(HZ +V2) =2

v ~
2D harm. Osz. (fiir E < 0) Kopplungsterm

Bemerkung: » Die Bewegungsgleichungen fiir pu(7), v(T), pu(T) und p, (1) erhdlt man
aus den Hamiltonschen Gleichungen (ohne Singularitaten).

» Der Kopplungsterm ist grol® fir groRe B oder E ~ 0. Fiir klassische Bahnen geniigt es
B =1 zu setzen und allein die Energie E zu variieren. -

Die Untersuchung der Dynamik im Phasenraum erfolgt iiber Poincaré-Schnitte. Wéahle dazu
die Schnittebene v = 0, damit = = {u, p,}. Ohne den Kopplungsterm erhalten wir wieder die
Keplerellipsen. Jeder Punkt in X ist ein Fixpunkt (periodische Bahn).

Frage: Was geschieht beim Einschalten einer nicht-integrablen Storung? PSOS bei E 5 —0.6:
Torusstrukturen dhnlich wie bei einem integrablen System. Diskussion der Fixpunkte:

» Elliptische Fixpunkte: Stabile Bahnen (Bahnen parallel und senkrecht zum Magnetfeld)
» Hyperbolische Fixpunkte: Instabile Bahnen (fast kreisformige Bahn)

'Atomare Einheiten (a.u.): i = e = m, = (41gp) ' =1
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Frage: Wie lassen sich die bei schwachen nicht-integrablen Stérungen existierenden reguldren
Strukturen im PSOS erkldaren? Dies fiihrt uns auf die klassische Stérungstheorie fir das

Wasserstoffatom im Magnetfeld (L, = 0).
E = Ey + E; mit Ey < 0, E; Kklein (Stérung)

1 1
H= i(pﬁ +p2) — Eo(u? + v?) —E1 (u? +v?) + guzvz(u2 +v?2) =2
- o . o

1. Lose die Hamilton-Jacobi-Gleichung fiir das ungestorte System Hy = 2:

0S, v )
Pu= a—: , Py = a;; , Separationsansatz S =S,(u) +S,(v), w =4-2E
Damit
2 2
l ﬁ 2,2 l (85\,) 2.2 _
2(<au> +w +2 3y +wve | =2
P ' oy
86% =420y — w22
Wirkungsvariable:
Ji= L %«/20( —w?pdu = 1 rmax V20, — w?p?dy = S
'Toom H T Jiin H w
Xy
Jo=—
w
Winkelvariable:
0
ai; =.2w]; — w?u?
0, = 9 _ J;du*arcsin( i/,l)
YTan ) V2ne e 2J1
Damit
U =+/2J1/w sin 6, Pu =+2J1w cos 6,
VvV =4/2J>/w sin 0 pv =+/2J2w cos 0,
Hy = w(J1 +J2)
Frequenzentartung:

3H, _ 3H,

o1 o) -
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2. Neue Wirkungs-Winkel-Variablen zur Unterteilung in schnelle und langsame Bewegung.

Die kanonische Transformation lautet F» = (0, — 05).J1 + 02>

Ji=h
Jo=Jo—Ti
0, =0,-0,
6, = 6,

U= msin(él +05)
v = msm 0,
Pu = \/Mcos(él + éz)
Py =201 — J2) cos 0
Damit: Hy = wJ» = 2 (Schnelle Bewegung in 0, mit Frequenz w, 91 = const).

. Schreibe die Gesamt-Hamiltonfunktion in den Wirkungs-Winkel-Variablen der unge-
storten Bewegung.

- 1. . R AL oA
H=w], - [El - EJ] (J2 *J])E Slnz(el + 6,) sin? 92]
X 2 [fl sin®(0; + 05) + (J» — J1) sin® éz] =2
w

Exakt, aber weder él noch 92 sind zyklisch.
. Mittelung von H tiber die schnelle Winkel-Variable 92. Benutze

1 (7, o 1", 4 1 )

—_— sin®(x + &) sin“ x dx = — sin“(x + o) sin” x dx = — (1 + 4 cos” &)

27T 0 21T 0 16

N 1 n 1 N P ~
H=wJ, - —EJ+ 73(12 - JJ1J2(1 + 4 cos? 0,) =2
w 16w

0, zyklisch.

2 2 ~\ - oA
H=H-2=~-—F, +—<——J1) Ji(1+4cos>0,)=0
w? 8w* \ w o~ —_
“—72-—‘ N 01-0;

16w?E; = J1J>(1 + 4 cos?(0; — 6,)) =~ const

Somit haben wir die adiabatische Invariante in Wirkungs-Winkel-Variablen gefunden.
Adiabatische Invarianten sind nur innerhalb der Stérungsrechnung giiltig.

. Analytischer Poincaré-Schnitt: Einsetzen der urspriinglichen (semiparabolischen) Koor-
dinaten liefert adiabatische Invariante.

S5(pupy + 0 uv)? + wi(p,v — pyu)? = 64w*E, = const

PSOS bei v = 0:
5(11’;21 + w?p?)p2 = 64w*E; = const
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Benutze: p,v? = 4 + 2Eu? — pj (aus H = 2)

5(p; — 2Eou®) (4 — p; + 2Ep®) = const

Interpretation der Dynamik im ,fast-integrablen” Bereich: Sekularbewegung der Kep-
lerellipsen: ,Jangsame“ periodische Bewegung von Drehimpuls L = ¥ X p und Runge-
Lenz-Vektor A =p X L —

\r\

2.1.4 Klassische Storungstheorie fiir Hamiltonsche Systeme mit N
Freiheitsgraden

Sei H(J,0) = Hy(J) + €H,(J,0) mit (J,0) € R?N die Wirkungs-Winkel-Variablen eines
integrablen Systems H, und €H; eine kleine Stérung (¢ klein).

Ziel: Wir suchen neue Wirkungs-Winkel-Variablen , é), sodass (bis auf Terme der Ordnung
£2) die neue Hamiltonfunktion nur von den neuen Wirkungs-Variablen abhiangt: H(J, 0) —
H(J) + 0(£2).

Fourierentwicklung der Stérung:

N
= > Him(De™?, mitmezZ¥,m-0=> m0;

m=0 i=1

Ansatz fiir Erzeugende einer kanonischen Transformation:

SU,0)=J-0+e> Su(De™?+0(e)

Damit: 3
J= % =J+ie> mSpu(N)e™? + 0(&?)

Die neue Hamiltonfunktion lautet damit:
A)=HUU, é) 0(J,0))
0

=Ho() + =+

0H,
aJ (J D+ 52 +eH (], 0) + O(e?)

60

:o

= Ho(J) +leZ m- w(J)Sm()e™? + & > Hym(J)e™? + O(e?)

m=0

Die Bedingung, damit A unabhéngig von @ ist, fithrt auf
Hym(J)

Sm(J) =i—""% firm=0 (So(J)=0)
m- w(J)
somit
~ _ 7. . lm(J) im-B
SUJ,0)=J 9+1swg0m wl)

ist die gesuchte Erzeugende fiir die kanonische Transformation.

H(J,0) = Ho(J) + eH,(J,0) — H(J) + O(&?)
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Diskussion: » Die J sind (neue) ErhaltungsgroRen des gestorten Systems (bis Ordnung
£2).

» Die Storungstheorie ldsst sich zu hoheren Ordnungen in ¢ fortsetzen. Dabei stellt sich
die Frage, ob dann noch alles integrabel ist.

» m-w = 0 entspricht rationalen Frequenzverhaltnissen, also Resonanzen. Die einzelnen
Terme der Storungsreihe divergieren fir resonante Tori. -

Die entscheidende Frage lautet: Wann konvergiert die Storungsreihe fiir einen Torus des
Systems H = Hy + €H; bzw. welche Tori ,iiberleben” die Stérung ¢H; und werden nur
deformiert?

Die Antwort gibt das KAM-Theorem (Kolmogorov 1954, Arnold 1963, Moser 1967). Eine
qualitative Formulierung des Theorems ware, dass fast alle invarianten Tori eine endlich
grolle Storung ,iiberleben“ und nur deformiert werden. ,Fast alle Tori“ sind hier diejenigen,
die geniigend irrational sind.

Kommen wir zur mathematischen Formulierung, also der Frage nach lokaler Konvergenz der
Storungstheorie fiir einen einzelnen Torus mit Frequenz w des integrablen Systems H, beim
Einschalten einer endlichen (kleinen) Stérung.

KAM-Theorem (mathematische Formulierung) Der invariante Torus des gestorten Systems
H = Hy + €¢H; mit denselben Frequenzen w (wie der ungestorte Torus) existiert, wenn die
folgenden drei Bedingungen erfiillt sind.

(B1) Lineare Unabhcdingigkeit oder gentigende Nichtlinearitcit der w(J)

X 2
awl — det 0 H()

det
¢ aJ; 0Ji0J;

+0

(B2) Die Storung H, (J, 0) ist eine gentigend glatte Funktion von J und 0.

(B3) Die Frequenzen w erfiillen die Bedingung der gentigenden Irrationalitdt, d.h. fiir alle

m = 0 gilt
K(&, w,0) .
‘mw‘ZW m1t|m|=Z\mi|
1
und o > 0 und einer Konstante K (¢, w, o) wobei K — 0 fiir € — 0. X

Lesweise (B3): Fiir jeden irrationalen Torus (m - w + O fir alle m + 0) gibt es ein endliches
& > 0 fiur das der Torus die Storung £H; ,lberlebt“. Bei zunehmender Starke der Stérung
(K (&, w, 0) wichst) wird der Torus jedoch in der Regel zerstort.

Das KAM-Theorem sagt nichts tiber die rationalen Tori, diese konnen im Prinzip durch
beliebig kleine Stérungen zerstort werden.
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BEWEISSKIZZE Setze

_ _ _OHy , _ 9Ho
p_J JOs 41—9, w = aJs h”_a_]iajj

Entwicklung der ungestorten Hamiltonfunktion in der Umgebung von J, (Stérungstheorie in
der lokalen Umgebung des Torus mit Wirkungsvariable J, und Frequenzen w):

Hy = Ho(Jy) +w - IH'* Z hijpip; +0(I7 )
T 2

Frage: Gibt es kanonische Transformationen (gq, p) — (Q, P), sodass das gestorte System

N
H=n+w- p+f Z hijp; pJ+e{A(q)+ ZBg(q)pp]» +O(p3,ep?,...) (2.1)

ij=1 0=1
Storung y
in der Form
2 . O0H
H=M(E)+w-P+(9(p,e,ep)=Q=ﬁ=w=Q(t)=wt (2.2)

geschrieben werden kann. Wir sehen, dass H mit denselben Frequenzen w wie in Hy erscheint
und M (¢) einer von ¢ nicht aber (Q, P) abhidngigen Konstanten.

Ansatz fiir kanonische Transformation:
F(a,P)=q-P+&e{P-Y(q) +&-q+X()}
Damit gilt
Qi = q: + £Yi(q),

pi=P; +E<:Zpga

Einsetzen von p in (2.1) fithrt auf

H=w- P+n+5[A(q)+pr(§p+§;)}
[/

)

vgl. (2.;): M(g)

oYy 0X
+&> PpiBe(q) + > wr——+ > hu + =— | } +O(P?, £?).
% e{ 0(q) % K3 % 0k (Ek qu>} ( )

vgl. (2.2): 0

Also besitzt das gestorte System H einen Torus mit den selben Frequenzen w wie das
ungestorte System H,, wenn

M —
Aq) +ng (§p+ %) - y
Y,
Be(q +thk§k+zhm Z 8 =
%,_J
Zy(q)
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Im nachsten Schritt folgt eine Fourierentwicklung aller von g = 6 abhangigen Funktionen.

Alq) = D a(m)e™1

Be(q) = > by(m)e™
X(q) = >, x(m)e™4 mit me 7V
Ye(q) = Y ye(m)ema

Zy(q) = Y ze(m)e™1

m

Damit erhalten wir das Gleichungssystem

a(0) + Z weEr =T, (2.32)

a(m) +i(m - a;)x(m) =0, m=0, (2.3b)

be(0) + > huE +2¢(0) = 0, (2.3¢)

bp(m) + zp(m) +l;(m -w)yp(m) =0, m=0. (2.3d)

Man erhélt hy, aus Hy, die Konstanten &, und ¢ sind noch zu bestimmen. Die Koeffizienten
a(m), by(m) erhdlt man aus H;. Schliellich sollen x (m), z¢(m) und y,(m) konvergent sein.

Zur Bedingung (B1): dethg, + O ist erforderlich zur Bestimmung der Konstanten &, aus
Gleichung (2.3c), d.h. es ist ein lineares Gleichungssystem zu losen.

Zu den Bedingungen (B2) und (B3): Die geniigende Glattheit von H; ist notwendig um zu
garantieren, dass a(m) und by(m) hinreichend schnell abnehmen, wenn |m| — «, sodass
man fir X(q), Zy(q) und Y,;(q) konvergente Fourierreihen erhalt.

Konkret bedeutet das, wenn A(q) gerade R stetige Ableitungen besitzt, dann (ohne Beweis)
a(m) — |m|~N+R+D fiir |m| — oo,

Aus der Gleichung (2.3b) folgt

iam) | jmj-w |m| N+R+D (22b) |m|o—R-2

lx(m)| = m-w Im-w| ~ K(s,w,o)

Die Reihe ist fiir X(q) konvergent, wenn

(X stetip

Notwendige Bedingung an die Glattheit der Storung. [ |

Fiur N = 2 Freiheitsgrade ist R = 2 die notwendige Bedingung (Beachte o > 0) und R > 3 die
hinreichende Bedingung fiir die Existenz von KAM-Tori.

Moser (1966) zeigte, dass R > 2N + 2 die hinreichende Bedingung ist.

Bemerkung zu o > 0 in (B3): Annahme: o = 0: |/m - w| - /m|N~! > K.
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Flr beliebiges w und K existiert eine rationale Approximation von m, sodass die Ungleichung
verletzt wird. Alle w liegen dann in Resonanzliicken iiber die das KAM-Theorem keine
Aussage macht.

o > 0: Im Limes K — 0 (¢ — 0) erfiillen alle irrationalen Tori die Bedingung (B3) (sind
gentigend irrational), aber mit zunehmendem o steigen die Anforderungen an die Glattheit
der Storung (B2), damit der Torus tiberlebt.

Zum Wasserstoff-Atom und Hénon-Heiles-System: Die Bedingung (B1) ist nicht erfillt! Die
PSOS zeigen aber trotzdem KAM Tori bei kleinen Stérungen. -

Schlussbemerkung zum KAM-Theorem: » Zu jedem irrationalen Torus gibt es ein endli-
ches € > 0, so dass der Torus die Storung €H; liberlebt.

» Bei Zunahme der Storung (¢ und K wachsen) erhalten wir mehr und mehr Tori die (B3)
verletzen und in Resonanzliicken liegen.

» Das KAM-Theorem macht keine Aussage iiber das Schicksal der Tori in den Resonanz-
liicken (Umgebungen der rationalen Tori).

» Fiir Systeme mit N = 2 Freiheitsgraden bleibt die Bewegung zwischen zwei KAM-Tori
auf dieses Phasenraumgebiet beschrankt. Es gibt kein ,,Entkommen®.

KAM-Torus

Dies gilt nicht fiir N > 3. Man spricht dann von Arnold-Diffusion. -

2.1.5 Das Schicksal der resonanten Tori

Sei P die Poincaré-Abbildung

w
0y = 0; + 21,
w3

Vi1 =74,

auf die Schnittebene (SOS) eines integrablen Hamiltonschen Systems mit zwei Freiheitsgraden
(N = 2). Betrachte die rationale invariante Kurve K, aus periodischen Punkten mit Periode n.
Die Abbildung T = P" lasst jeden Punkt auf K, unbewegt, d.h. P"*(Ky) = Ky. Jeder Punkt von
Ky ist somit ein Fixpunkt. Fiir ein gestortes System mit Storung €H,; gilt
Hy — H=H, + ¢H,,
T =P" — T, (Abbildung des gestorten Systems).
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PM(K,)

PM(K-)

» 14 n-te Iteration der Poincare-Abbildungen fiir Kreise mit verschiedenen Radien und somit un-
terschiedlichen Windungszahlen (ungestortes System).

Poincaré-Birkhoff-Theorem Die Abbildung T. des gestorten Systems H = H, + €H; hat
eine gerade Anzahl von Fixpunkten. Die eine Hdilfte sind elliptische und die andere Hiilfte
hyperbolische Fixpunkte. X

BEWEIS Wir nehmen an, dass die Hamiltonfunktion in den Wirkungs-Winkel-Variablen aus-
gedriickt werden kann, wobei der ungestorte Anteil Hy(J) nur noch von den Wirkungsva-
riablen J abhédngt. Die Dynamik der Punkte auf K, wird durch eine rationale Windungszahl
w = p/q beschrieben. Sei die Windungszahl eine glatte Funktion von den J (Radien der
Tori), so existieren nach dem KAM-Theorem zwei invariante Kurven K, und K_, mit irra-
tionaler Windungszahl, die dicht um K, liegen und K, einschlieRen. Dabei rotiert die n-te
Poincaré-Abbildung P"(K.) die Punkte im, bzw. gegen den Uhrzeigersinn, wahrend im Fall
K (rationale Windungszahl) immer eine ganze Zahl n gefunden werden kann, sodass ein
n Zyklus existiert, fir den gilt P*(K,) = Ky, siehe hierzu Abbildung 14. Fiir K, werden die
Punkt im Uhrzeigersinn gedreht, fiir K_ gegen den Uhrzeigersinn. Betrachte einen Punkt 0
im Inneren und einen von dort ausgehenden Strahl R. Die Schnittpunkte P. mit der Kurve
K. wird im/gegen den Uhrzeigersinn gedreht. Da die Abbildung stetig ist muss es einen
Punkt Py zwischen P_ und P, geben, der nicht rotiert, sondern nur entlang des Strahls R
verschoben wird.

Betrachten wir nun das gestorte System, so liberleben nach dem KAM-Theorem K. aufgrund
ihrer irrationalen Windungszahl, werden jedoch leicht deformiert. Im Gegensatz dazu wird
Ky bereits bei kleinen Storungen zerstort.

Annahme: Die Abbildung T ist nicht entartet. Dann ist die Rotationsgeschwindigkeit eine
monotone Funktion auf dem Strahl R. Also gibt es fiir jede Richtung von R nur einen Punkt P,
der nicht rotiert wird. Die Menge aller dieser Punkte P, ist die Kurve K (K ist nicht invariant
unter T, aber die Punkte werden nicht rotiert sondern nur entlang R verschoben). Da ein
Hamiltonsches System den Satz von Liouville erfiillt (auch bei Storungen), gilt Flichentreue
fir T.. Die Kurven K und deren Bild T, (K) miissen sich somit kreuzen. T, (K) ist geschlossen
und es folgt, dass es eine gerade Anzahl von Schnittpunkten K n T, (K) geben muss (Jeder
Flachengewinn muss ausgeglichen werden). Diese sind Fixpunkte der Abbildung T (keine
Rotation und keine Verschiebung entlang R). Siehe hierzu die Kurve T, in Abbildung 15.
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» 15 Skizze zum Beweis des Poincaré-Birkhoff-Theorems (mit Storung).

Die Orientierung der Verschiebung alterniert an den Fixpunkten. Unter Berticksichtigung des
Drehsinns der Kurven K. folgt eine alternierende Abfolge elliptischer und hyperbolischer
Fixpunkte. ]

In einer lokalen Umgebung der elliptischen Fixpunkte gilt: In den Resonanzliicken zwischen
den irrationalen Tori sind (sekundére) KAM-Tori eingebettet. Eine Wiederholung des Spiels
KAM- und Poincaré-Birkhoff-Theorem. Tertidre Torusstrukturen sind eingebettet in Resonanz-
liicken zwischen den irrationalen Tori der sekundaren Torusstrukturen. Eine Fortsetzung
des Spiels bis ins Unendliche liefert fraktale Strukturen im Phasenraum, bzw. im PSOS (vgl.
Abbildung 16).

In der Umgebung der hyperbolische Fixpunkte gilt: Die Bewegung in der Ndhe der hy-
perbolischen Fixpunkte wird instabil, die Bahnen werden vom hyperbolischen Fixpunkt
weggetrieben.

Wichtig: Die stabilen W; und instabilen Mannigfaltigkeiten W,
W, = {x € SOS| lim P™(x) = x*},
Nn——oo
W, = {x € SOS| ylli_m P™(x) = x*}
konnen sich nicht selbst schneiden (sonst waren die Trajektorien im Phasenraum fir ge-
gebene Anfangsbedingungen nicht eindeutig). W,, und W, konnen sich in den sogenannten
homoklinen Punkten schneiden (siehe hierzu Abbildung 17). Wir sprechen von homokli-

nen Punkten, wenn die stabile und die instabile Mannigfaltigkeit sich vom selben Fixpunkt
ausgehend schneiden (Abbildung 18).
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» 16 Tori mit rationalen Frequenzverhéltnissen zerfallen in immer kleinere Tori; das Muster der
neu erzeugten elliptischen und hyperbolischen Fixpunkte zeigt Selbstdhnlichkeit.

Wy
A
J N Wi
N\ |

» 17 W; ist eine stabile, W, eine instabile Mannigfaltigkeit, die sich in einem hyperbolischen Fix-
punkt schneiden.

Instabilitdt: Die Bahnen hingen sensitiv von der Anfangsbedingung ab. Aus der Existenz eines
homoklinen Punktes folgt, dass es unendlich viele gibt (siche Abbildung 18). Ahnlich werden
die Schnittpunkte zwischen den stabilen und instabilen Mannigfaltigkeiten benachbarter
Resonanzen als heterokline Punkte benannt, d.h. die sich schneidenden Mannigfaltigkeiten
entstammen aus unterschiedlichen Fixpunkten.

Wir haben bisher den Weg ins Chaos iiber ein integrables System mit einer Storung betrachtet.
Fir eine kleine Storung gilt das KAM-Theorem. Nach diesem tiberleben fast alle Tori, bis
auf die Nullmenge der resonanten Tori. Bei Zunahme der Stérung verletzen mehr und
mehr Tori die Bedingung der genligenden Irrationalitdt und der Anteil der Resonanzliicken
wachst. Nach dem Poincaré-Birkhoff-Theorem zeigt der PSOS eine gerade Zahl von Fixpunkten
(elliptisch, hyperbolisch) in den Resonanzliicken (N = 2). Der Phasenraum, bzw. der PSOS
bekommt eine fraktale Struktur. Siehe hierzu Abbildung 16. Nimmt die Stérung noch weiter
zu, entstehen stochastische Gebiete in der Umgebung hyperbolischer Fixpunkte. Die stabilen
und instabilen Mannigfaltigkeiten W und W,, schneiden sich unendlich oft in den homoklinen
oder heteroklinen Punkten. Bei noch weiterer Zunahme der Stoérung lésen sich immer mehr
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» 18 Homokline Resonanzen, bzw. Punkte als Schnittpunkte von W;, und W;.

y(t) +Ay(t)

y(0) +M

voo T~

y(t)

» 19 Zwei Bahnen mit unterschiedlichen Anfangsbedingungen entfernen sich exponentiell
voneinander.

KAM-Tori auf und die stochastischen Gebiete wachsen weiter. Schlieflich 16st sich der letzte
KAM-Torus und es findet ein Ubergang zu globaler Stochastizitét statt (vollstindiges Chaos).
Im PSOS sind keine Strukturen mehr zu erkennen. Die hochste Stufe von Chaos wére dann
ein ergodisches Verhalten. Die Dynamik heilt ergodisch, falls fast jede Trajektorie jeden
Punkt im Phasenraum beliebig oft beliebig nah kommt. Das Zeitmittel entspricht dann dem
Mittel tiber das Phasenraumvolumen.

2.1.6 Stabilitit klassischer Bahnen, Monodromiematrix

Bislang haben wir unter Chaos die Auflosung der Torusstrukturen (Integrale der Bewegung)
im Phasenraum verstanden. Ein anderer Zugang erfolgt tiber die sensitive Abhangigkeit der
Bewegung von den Anfangsbedingungen, wie wir sie schon bei den diskreten Abbildungen
(Maps) betrachtet haben und fihrt auf die Unvorhersagbarkeit der Langzeitdynamik instabiler
Bahnen.

Gesucht ist eine charakteristische Aussage liber Ay(t) in Abbildung 19. Eine Idee ist die
Linearisierung von Ay(t).
Ay(t) = M(0,t) - Ay(0)

mit der Stabilitdtsmatrix M (0, t) € R2¥V*2N uynd dem Phasenraumvektor

q 2N
- e RN,
Y (v>
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Die Trajektorie y(t) erhalten wir aus den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen.
. o0H . 0 1
y(t) = 35 mit g = [_]1 0] .

Die symplektische Matrix J hat die Eigenschaften J~! = -7 = J7 und J° = -1.

Aus der Hamiltonschen Dynamik und dem Satz von Liouville folgt, dass M(0, t) eine sym-
plektische Matrix ist.

Einschub zur symplektischen Gruppe: Die reelle symplektische Gruppe SP,y (R) ist die Menge

der Matrizen M mit
MTgM =7.

Aus dieser Gleichung ergeben sich einige Eigenschaften:
1. Sei A Eigenwert von M, dann ist auch 1/A Eigenwert. Beweis:
Mx = Ax
= M7y =Ay
= M) 'y = %y
-1 1
= IMJ" 'y = Ay

1
= —IM3Jy = 4

= M@y) = +@y)

damit ist 1/A Eigenwert von M mit Eigenvektor Jy.
2. Es gilt det M = +1. Beweis:
MM =7, detJ=1
= detMT = detM
= detM = =1
Aus der vorigen Eigenschaft folgt, dass

Ai'i=+1.

detM = e

—.

15

3. Fir das charakteristische Polynom gilt
2N
X(A) = detM - A1) = > a,A"
n=0

mit den Koeffizienten a,y = a¢ = 1. Fur alle anderen Koeffizienten gilt die Beziehung
an, = axn-n- Beweis: Betrachte das Polynom

2N
X(A) = ANX(1/A) = D aon-nA" .
n=0
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Im)\A

(PN
N

» 20 Auftreten der Eigenwerte symplektischer Matrizen in Dubletts oder Quartetts.

Aus der ersten Eigenschaft folgt x (A) und ¥ (A) haben dieselben Nullstellen, auRerdem
axny = ag = 1, also miissen alle Koeffizienten tibereinstimmen. Daraus ergibt sich, dass

—

aAn = A2N-n-

Ist M eine reelle Matrix folgt, dass x(A) nur reelle Koeffizienten a,, hat. Ist der Eigenwert A;
komplex, dann ist A; ein Eigenwert von M. Die Eigenwerte treten entweder als Dubletts oder
Quartetts auf.

A,

>
>| =
> =

’

A, = reell

>

2\=ei‘”,l

A=2—\=e‘i‘”mitcpe[R

Zurlick zur Linearisierung:
Ay(t) = M(0,¢) - Ay(0)

bzw. differentiell

dyi(t)
M;;(0,t) = .
10 =550
Damit kénnen wir die Stabilitatsmatrix M(0, t) aus einem Differentialgleichungssystem

bestimmen.
(IM(O, t) || = sup [A;(0, £)]

mit dem Liapunov-Exponenten
L - i IV, O
oo t
Ist der Exponent L = 0, so ist die Bahn stabil und der Abstand benachbarter Trajektorien
wachst algebraisch. Fir L > 0 ist sie instabil und der Abstand benachbarter Trajektorien

wéchst exponentiell. Fiir groRe Zeiten folgt die Unberechenbarkeit der Dynamik.
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Fiir periodische Bahnen ist der Liapunov-Exponent berechenbar aus nur einem Umlauf (¢t = T),
denn es gilt

L i 10100, 0]

t—oo t

_ iy 1M, 0T
n—oo nT

_ g MO, )7

=lim ————
n—oo nT

_ wIn|IM(0, )|

B nT )

Periodische Bahnen

Periodische Bahnen sind Fixpunkte in der Poincaré-Abbildung. In Systemen mit N = 2
Freiheitsgraden betrachtet man lokale Koordinaten, z.B. (y, p,) in der Umgebung eines
Fixpunktes, d.h. (v, p,) = (0,0) ist Fixpunkt der Abbildung.

Yne1) _ | M My Yn
Pyui M1 Moz | \Pyu)
_—

M

Diese Map ist flichenerhaltend und die Matrix M € R(N-2x2N=2) hejRt Monodromiematrix
und ist symplektisch.

> Beispiel Als Beispiel fiir die Stabilitatsmatrix dient das Wasserstoffatom im Magnetfeld.
Der Hamiltonoperator ist gegeben durch
H_l(z 2) E(Z 2) 122(2 2)_2
—Zp“+pv —E(u+v +8uv He+ve)=2.
Die Bewegungsgleichungen ergeben sich in der symplektischen Formulierung aus

. 0H
Yy={Vv,pu,pv), Y= 35 .
Die Stabilitatsmatrix lasst sich mittels

d 0°H

EM = HWM, M(0) = Tynq -

berechnen. Da M symplektisch ist treten die Eigenwerte in Paaren (A;,1/A;) auf. 4

Bifurkationen periodischer Bahnen, Normalform- und Katastrophentheorie

Betrachten wir die Linearisierung der Poincaré-Abbildung in der Umgebung der Fixpunkte. Die
Fixpunkte entsprechen gerade den periodischen Bahnen. Fiir N = 2 Freiheitsgrade erhalten

wir dann
An+1 _ mir My dn
Pn+1 mz My Pn
|
M
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mit der smyplektischen Monodromiematrix M. Der Fixpunkt liegt bei (0, 0). Fiir das charak-
teristische Polynom der Monodromiematrix gilt

X(A) =A% — (rM)A + det M
=A% (trMA +1 0.
Fir die Eigenwerte der Monodromiematrix konnen verschiedene Fille auftreten:
1. A2 = ze*¥ mit u > 0. (Invers) hyperbolischer Fixpunkt.

> 2

+e' + e =+(2coshu) = trM—{< 9

2. A2 = e*? mit 0 < @ < . Elliptischer Fixpunkt.

el +e? =2cosp = |[trM| <2

3. A1 = =1 mit | tr M| = 2. Parabolischer Fixpunkt, der als marginal stabil bezeichnet
wird.

Definition Die Windungszahl der Bahn ist definiert als

P
21

Sei @ ein rationales Vielfaches von 1, also @ = 1mn/m. Die Monodromiematrix fiir die
Bahn nach m Umléaufen ist M™, d.h. die Eigenwerte sind A; = A, = +1. Es gibt also zwei

-~

Moglichkeiten fiir die Wahl der Matrix: M™ = 1 oder < Fixpunkte .

<

=
1 a| 0\ [ae
0 1|\e) \e)~
In diesem Fall, also dem einer neutralen Bahn reicht eine Linearisierung der Map (Poincaré-
Abbildung) nicht mehr zur Beschreibung der Strukturen in der Umgebung der Fixpunkte aus.

Es ist erforderlich hohere Terme in der Taylorentwicklung der Abbildung mitzunehmen. Dies
fithrt uns auf die Normalformen. Sehen wir uns zunéchst die Standardform an. Der Ausdruck

p? + aq® = const
liefert uns Ellipsen fiir a > 0 und Hyperbeln fir a < 0.
Sei € ein Kontrollparameter des Systems derart, dass die Resonanz bei ¢ = 0 auftritt:
n m
@pEe=0) = .= ATh(e=0) = +1.

Fiur das Wasserstoffatom wahlt man z.B. ¢ = E — E, mit der Bifurkationsenergie E,. In
Normalform gilt

pZ + qu
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m  Bifurkationstyp
1  Sattel-Knoten-Bifurkation
2  Periodenverdopplung
3,4 ,Touch and go“-Bifurkation
>5 ,Five island chain“- bzw. ,m island chain“-Bifurkation

» 1 Einige Bifurkationstypen

und daher Entartung bei € = 0. Eine Berticksichtigung der néchst héheren Terme liefert, z.B.

p2+$612+113
p2+$q2+q4

Die Zahl der Fixpunkte dndert sich beim Nulldurchgang unseres Kontrollparameters ¢.
Dies bezeichnet man als Bifurkationen. Damit bezeichnet man die Entstehung oder das
Verschwinden periodischer Bahnen. Die Fixpunkte entstehen und verschwinden immer
paarweise. Diese Bifurkationen kénnen in der Normalformtheorie (N = 2, Bahnen ohne
besondere Symmetrien) klassifiziert werden.

> Beispiel Als Beispiel dient wieder einmal das Wasserstoffatom im Magnetfeld. Bei der
Bifurkationsenergie von E, = —0.011 544 916 existiert eine Sattel-Knoten-Bifurkation. Dies
entspricht m = 1. <

Fur eine Trajektorienschar in der Ndhe der Bifurkation lassen sich die folgenden Falle
unterscheiden.

1. Sattel-Knoten-Bifurkation — Fold-Katastrophe

2. Periodenverdopplung — Cusp-Katastrophe

3. Four-island-chain ~ Butterfly-Katastrophe

Eine systematische Untersuchung und Klassifikation der geometrischen Strukturen nennt
man Katastrophentheorie. (Thoms Klassifikation der elementaren Katastrophen). Drei der
sieben elementaren Katastrophen sind Fold, Cusp und Butterfly neben swallow tail, ellip-
tic/hyperbolic und parabolic umbilic.

2.2 Semiklassische Theorien

Wir beschiftigen uns zundchst mit der WKB-Quantisierung eindimensionaler Systeme, da-
nach mit der semiklassichen Quantisierung mehrdimensionaler separabler bzw. integrabler
Systeme.
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2.2.1 WKB Methode

Bei der WKB-Methode (nach Wenzel, Kramer und Brillouin) gehen wir von der Schrodinger-
gleichung fiir ein eindimensionales System mit Potential V (x) aus.

., 2m
Wir machen einen Ansatz, bei dem wir in Amplitude und Phase separieren
W(X) — A(X) eiS(x)/h — eiw(X)/h

mit w(x) = S(x) + ?lnA(x). Setzen wir diesen Ansatz ein, so ergibt sich

M S?-2m(E-V(x)) = neA
——
%)
) 2A'S' +AS" =0

Was passiert wenn (x) = 0? Die Losung fir (IT), welche eine Kontinuitatsgleichung darstellt,
ist
A=c(S)V2.

Einsetzen in (I) liefert

3 /8" 2 18"
2 _ _ 2 < _
S? =2m(E-V) +h [4(5,) 25,]

Diesen Ausdruck entwickeln wir nach #x

S=Sy+h°S +...
S~S8: S{,Z =2m(E-V) Hamilton-Jacobi-DGL

— Sy(x) = ij 2m(E - V(x)) dx
rjpdx.

Der Ausdruck unter der Wurzel sollte positiv sein. Daher nennt man V (x) < E den klassisch
erlaubten, V(x) > E den klassisch verbotenen Bereich. Das Problem ist, dass A ~ (S’)~1/2 fiir
S’ = 0 divergiert, also an den klassischen Umkehrpunkten p = 0. Daher linearisieren wir das
Potential am Umkehrpunkt, bspw. x = a

E-V(x)=Fy(x —a) = p(x)=+2mFy(x —a),

wobei Fy = —0V /0x|x—4. Setzen wir ohne Beschrankung der Allgemeinheit a = 0 und erhalten
. 2mFE,
Y+ 2 xy =0.

Die Losung dieser Schrodingergleichung ist bekannt, denn sie entspricht der Airy-DGL. In

der WKB-Nédherung:
2 .
Jp(x) dx = Jw/ZmFox dx = 3 2mFyx3? + «
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X

» 21 Das Problem ist die Anpassung der Wellenfunktion. Die Losung liegt in der Linearisierung
des Potential an den Umkehrpunkten, z.B. x = a.

Im klassisch erlaubten Bereich x > 0 ergibt sich

W(x) ~ A(x) cos [%@Xs/z _ a] _

IM Vergleich mit der Airy-Funktion finden wir
1/3
Y(x) =cAi [— (@) x} .

Dies liefert im Limes x — —oo die asymptotische Losung

c [2«/2mF0 32 Tr]
35 X

W(X)=WCOS 3 4

Folglich muss « = 11/4 sein. Innerhalb von den Umkehrpunkten b < x < a (klassische Zone)
miissen die Wellenfunktionen aufgrund der Eindeutigkeit tibereinstimmen (vgl. Anschluss-

und Stetigkeitsbedingung)

Y (x) ~ cos (% Japdx - %)

X

Dies ist die WKB-Quantisierungsbedingung fir gebundene Zustdnde.
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Bemerkung: Um auf die Quantisierungbedingung zu kommen, bedarf es einer kleinen Rech-
nung, in der wir zundchst die Integrale umschreiben

Lﬂ p(x)dx = J: p(x)dx — J: p(x)dx

~ Y

.
=5 =s/2 =$>

Sl Sl=%—52.

AnschlieRend kénnen wir den Kosinus der Wellenfunktion umschreiben, d.h.

cos(lr dx7£>*cos(&7£)
nl? 1)~ n 4

(-1 (3-1)
B 2h 2 h 4

> T
Da dies mit dem Term

fiir alle Werte tibereinstimmen muss, miissen die Sinus-Terme verschwinden und der Kosinus-
Term gleich 1 sein, was ja gerade der Fall ist, wenn dessen Argumente die Werte 1tn mit n €
No annehmen. Daraus folgt unmittelbar die Quantisierungsbedingung S/(2h) — /2 = Tn.—-

2.2.2 Torusquantisierung

Die WKB-Methode ist jedoch nicht anwendbar auf Systeme mit zwei oder mehr Freiheitsgra-
den. Deshalb widmen wir uns einer alternativen Methode, die Torusquantisierung.

2.2.2.1 Im eindimensinalem Fall

Betrachte dazu einen Oszillator im Phasenraum (Vibration, Libration). Die Hamiltonfunktion
lautet

pZ
H(p,aq) = o T V(q)
mit den Bewegungsgleichungen

. 0H . 3H

Q—%, P—*E

Die Hamilton-Jacobi-Gleichung des Systems lautet (vgl. WKB-Methode mit 7 — 0)

H(q,g—fl)—li=0.
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14

q

» 22 Phasenportrait eines Oszillators mit den Punkten A und B der g-Umkehr und den Punkten C
und D der p-Umkehr.

Eine Losung S(gq) kann nur bis zu den Stellen bei A und B verwendet werden (siehe Abbil-
dung 22), an denen Singulartitdten/Kaustiken auftreten. Die kanonische Transformation vom
Ortsraum in den Impulsraum ist definiert tiber

Diese so transformierte Losung S(p) ist singulér bei C und D. Somit starten wir im Zweig
ADB und verfolgen S(q) bis kurz vor C und wechseln dann in den Impulsraum. AnschlieRend
verfolgen wir S(p) iiber C hinaus und wechseln dann in den Ortsraum zuriick. Dieses Spiel
wiederholen wir fiir einen ganzen Umlauf.

Maslov-Index

q
S AR I
Flr die Maslov-Index-Funktion gilt
» 0,(x) ist eine ganze Zahl auf jedem g-Zweig.
» 0,(x) ist eine ganze Zahl auf jedem p-Zweig.
» 0p(x) = 04(x) - sign(g—Z).
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q

» 23 Fiir eine Rotation ist [0'] = 0 und damit auch « = 0.

Die Maslov-Index-Funktion dient zur Buchfiihrung iiber die Phasen der Wellenfunktion beim
Bildwechsel. Der Maslov-Index ist (o]

2
wobei [o] die Anderung von ¢ in einem Umlauf darstellt. Fiir einen Oszillator (Vibration,
Libration) gilt

[c]=4, a=2

und im Fall der Rotation
[c]=0, «x=0.

Definiere die lokale semiklassische Wellenfunktion
B eilS(@)/h-oq/4] c R

w(a,R) = { @ 1
0 sonst

Hierbei entspricht R einem begrenzten Bereich im g-Raum (z.B. ein Zweig). Transformation
in den Impulsraum erfolgt durch Fourier-Transformation.

- _ 1 .
([J(p,'R) ~ J dq B(q) ellS(q)/ﬁquﬂ/%qn/hJ
V2tmh Jr

Der Integrand oszilliert stark in g auller wenn p = dS/ dq (stationédre Phase). Berechnen wir
also das Integral in stationdrer Phasenapproximation.

ds 1d%s

S =S+ dq(q—qo) + 5d—q2(q—qo)2
—
14
B ~ B( )ei[g(p)/h’(]'pn/‘i] cR
G(p,R) = «: p P )
0 sonst
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» 24 Unabhingigen Kurven C; und C; auf einem Torus.

mit
- - B(q) . (dp)
S =S - , B = s = - —
(p) ) —pra (p) ‘ 32 ' o, = 04 — Sign dq

Somit betrachten wir die Wellenfunktion als Funktion der Phasenraumpunkte x der klassi-
schen Kurven C. Im Falle eines Torus sind diese in Abbildung 24 dargestellt. Zusammensetzen
der semiklassischen Wellenfunktion einer klassischen Kurve C erfolgt gemal:

1. Yu(x) = p(q,R) auf dem g-Zweig
2. Yp(x) = P(p,R) auf dem p-Zweig
3. @, ¥ transformieren gemals ()

4. Die geschlossenen Kurven ,(x) und ¢, (x) miissen eindeutig sein und liefern die
globale Wellenfunktion. Daraus erhalten wir die Quantisierungsbedingung.

[Sq]
Tq - [Uq]% =2mn

Definiere die Funktion

=0,1,2,...

0 Rotation
1= (&), {

2 Vibration (Libration) ’

was gerade der Torusquantisierung entspricht.

2.2.2.2 Verallgemeinerung auf mehrdimensionale integrable Systeme

Wir verwenden den Ansatz
W(q) = A(q)es @/,
Dieser fihrt auf die Hamilton-Jacobi-Differentialgleichung fiir i — 0

H(@q,V;S)-E=0, p=V,5a).
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Die Losung S(q) kann jedoch nur bis zu den Singularitaten

BpJ

det a1

verwendet werden. Analoges Vorgehen erfolgt mit

f(p) = S(q) -p-q
= H(- p) - a=-V,5(p).

Im Gegensatz zum eindimensionalen Fall gibt es keine Garantie, dass fortwihrendes Uber-
schreiten von Kaustiken in nicht-separablen Systemen zu einer geschlossenen N-dimensionalen
Flache ohne Kanten fiihrt.

Im Folgenden nehmen wir ein separables und integrables System an, d.h. die Hamilton-
Jacobi-Differentialgleichung hat globale Losungen. Somit ist die N-dimensionale Flache ein
invarianter Torus.

Definition des Maslov-Index

Auf dem q-Zweig schreiben wir o, (x), auf dem p-Zweig gilt

0
Op = 04(x) —sgn(a(;i>,

ope s
sgn (56{7) = Zi;sign(?\i),

wobei A; die Eigenwerte der Matrix dp¢/0q,, sind. Es gibt N unabhéngige Wege C; auf dem
invarianten Torus, diese entsprechen jedoch keinen physikalischen Bahnen. Ausgedriickt in
den Wirkungs-Winkelvariablen erhalten wir
1 1
k=5 [S@le, = 5 ﬁk rdq,

1
X = 5 [O'q]ck )

wobei wir alle GroRen beliebig wéahlen, mit Ausnahme eines festen Winkels @y. Die Grofe o
entspricht hierbei dem Maslov-Index.

Die lokale Wellenfunktion wird definiert als

B(q)e!S@/h-oqm/4) e R
Y(q,R) = { @ i
0, sonst.

und auf dem p-Zweig

Y(p,R) = W Jqull/(q R)eP-a/h

B(p)el(S(V)/h’o'p"/‘l), pe R
o, sonst.

~N
N
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» 25 Reflexion an einer (a) Potentialwand und (b) in der Nahe einer Potentialwand.

Mit den einzelnen Eintragen

Sp)=S@@)-p-a,

- s \[\ 7
B(p) =B(q) - | |det| ———— ,
v 1 ( (a%a%’) D
s
20, ~ P

api)
Oy = 0Og — SN .
14 a g (aqj

Anmerkung zu B(q): Erfiillt Kontinuitatsgleichung:

Ba) = ly@)* = e(a),

V(ov) =0, v=%,
do
ar =v-Vo=-9oV- 0.

Die Losung ist

B J (0, wo)
0(a) = eolwo) 7= v
_ 9a(t, wo)
J(t, wg) = 'det( a(t, wo) )’ '

Hierbei beschreibt t die Zeit der Bewegung entlang der Bahn und w, N — 1 Koordinaten,
welche die Anfangsflache einer Lagrangschen Mannigfaltigkeit definieren (d.h. die Mannigfal-
tigkeit senkrecht zur Bahn). -

Wie in Abbildung 25 (a) gilt fir die Reflexion an einer Potantialwand (Reflexion wie im
Eindimensionalem)

oq
ot =0,

wobei dann die Determinante in J verschwindet,woraus die Divergenz von B(q) folgt.
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Fur das Szenario in Abbildung 25 (b) ist dq/dt zu keinem Zeitpunkt null, aber die Deter-
minante verschwindet in der Nédhe der Potentialwand. Die Kaustik zeigt sich gerade durch
detJ = 0. Sowie die Divergenz von B(q).

Im Fall N = 1, d.h. im Eindimensionalem gilt

_9a _
J(t) = P
1
= 0(q) = P
1
(Q)*m-

Die Fortsetzung der Wellenfunktion an den Kaustiken (durch geeigneten Wechsel zwischen
Orts- und Impulsraum) liefert die globale semiklassische Wellenfunktion. Diese muss eine
eindeutige Funktion auf den invarianten Torus sein. Insbesondere muss (gq) denselben
Wert nach ganzzahligem Umlauf entlang jedem der N unabhédngigen Wege C; besitzen. Es
folgt die semiklassische Quantisierungsbedingung (Torus- oder EBK-Quantisierung)

1
ﬁLs“m)]ck—[a.,]ck%:2wnk, ne €No, ke{l,...,N},

= L= 5 (5@l = 5 £ p-da
%),
Auf jedem Torus ist die Energie konstant. Klassisch gilt fiir die Energie E(I) = E(Iy,...,Iy).

Somit folgen die quantisierten semiklassischen Energieeigenwerte

E(n) =E(h (n+%)),

wobei der Index n einen Satz von N Quantenzahlen fiir jeden Zustand beschreibt. Somit
zeigt sich, dass nur bestimmte Tori semiklassisch erlaubt/relevant sind.

»| Beispiel Im Folgenden betrachten wir einige Beispiele von separablen Systemen:

1. Zentralkraft-/Coulombpotential: Es gilt die Hamiltonfunktion
1 (. P Po _ __k
H72M (VrJr,,z +1’2sin29 +V(r)=0, V(r)= 7

Fiir diese Art von Problemen bietet sich ein Separationsansatz der From
§=85(r)+S55(9) + Sp(P)
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an. Somit erhalten wir

0S.

57(;; =Po = L,
p 1/2 2

0S8y 9 L2 . ; ) p

— =(r*-—=2 t L2 =p3+—2—,

09 ( sin” ¢ m P8 sin? 9
. 1/2

oS, L?

ar <2ME— 72 —V) .

Die Wirkungsvariablen sind
1 21
Iy = — L.dp = mh Rotation oy, = 0
0

21T

1 / L2
Is = — L2 — z =|L| - h
9 27Tf¥ sin29d9 IL = fml

_ (€+%f|m|)h, 0=Iml,iml|+1,..

wobei m eine ganze Zahl ist und aufgrund der Vibration gilt &g = 2 gilt. Weiter erhalten

WIr
IL| =h (€+ %)
L% = [€(€+ 1) + %] h?

Die exakte quantenmechanische Rechnung ergibt L? = £(£ + 1)h?. Zudem folgt

) 1/2
Iyzif omE - L 2MEY g,
21 re r

M

=y + Ip]) + k m

| 1
(ny+ Z)h

mitn=n,+4f+1

= (n— (€+%)>h, n=0+1,0+2,...
Umschreiben der Hamiltonfunktion fiihrt zur Energie (Rydbergformel)

Mk? Mk?

H=F=— S
21 +Ig + 1,2~ 2hZn?’

n € N.

2. Starkeffekt

3. Kreisbillard
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Bemerkung: » Die Torusquantisierung integrabler, aber nicht-separabler Systeme ist
in der Praxis schwierig, da die Berechnung der Integrale fﬁCk p - dgq die Kenntnis der
unabhingigen Wege Cy erfordert.

» Die Quantisierungsmethode ist nicht anwendbar auf nicht-integrable (chaotische)
Systeme (Einstein 1917). Hierbei ist die Integrabilitdt gerade Voraussetzung fiir die To-
rusquantisierung. Es verbleibt jedoch die Frage, wie chaotische Systeme semiklassisch
quantisiert werden. -

2.2.3 EBK-Quantisierung (Einstein, Brioullin, Keller)

Die EBK-Quantisierung besteht darin, die Winkelvariablen wie folgt anzusetzen

(64
Ik:h<nk+7k>, ng € No

4
«
E(ny,...,m) =H<I= h (n+ Z))’
wobei k € {1,...,N}. Es stellt sich noch die Frage, was im klassischen chaotischen System

bleibt. Es zeigt sich, dass periodische Bahnen existieren (eventuell instabil). Jedoch gilt es
zu beachten, dass die unabhdngigen Wege Cj nicht den periodischen Bahnen entsprechen.
Zudem existieren auf den quantisierten Tori in der Regel keine periodischen Bahnen, da die
Frequenzverhiltnisse immer irrational sind. Es existieren jedoch quasi-periodische Bahnen.
Dennoch gibt es eine Verbindung zwischen semiklassischer (hier EKB-Quantisierung) und
periodischen Bahnen klassischer Systeme. Diese beschreibt die periodic orbit theory.

Wir betrachten ein integrables System mit N = 2. Die Torusquantisierung liefert das Eigen-
wertspektrum E(n). Die Zustandsdichte ist durch

d(E)y= > > S(E-Eni,ny)) (2.4)

n1=0mn=0

gegeben. Wir wollen nun eine semiklassische Form finden. Dazu wenden wir die Poissonsche
Summenformel

> = Y [ faemitan 3 fo)
n=0 M=—c 0
auf Gleichung (2.4) an. Somit erhalten wir

AdE) = S JdnlIdnzé(EfE(nl,nz))ez"i(M‘"‘*MZ"”

My, ,M;

=d() (E)

+ % > J dn,8(E — E(ny,0))e*™Mm 4 % > J dn,S(E — E(0,n,))e’mMnz
M M

-
semikl. Korrekturen in 7

+ ié(E—E(0,0)).
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Hierbei ist der letzte Term uninteressant fir Spektren mit E > 0. Die beiden mittleren Terme
fihren zu semiklassischen Korrekturen hoherer Ordnung in /. Den ersten Term nennen wir
d®(E). Mit

Ll
ng = hIk 1
folgt
d(Z)(E) — % Z e—i%(MlerMzaz) J dr, J dlzé(E_H(Il,IZ))eZTTi(M111+M212)/h_

My, M hoy /4 hoo/4

Betrachte den Term fiir M; = M, = 0, wobei wir eine zuséatzliche Integration iiber ¢, und ¢,
einfiigen und die unteren Integrationsgrenzen auf Null setzen. Eine Berticksichtigung der
korrekten Grenzen fiihrt wieder lediglich auf Korrekturen hoherer Ordnung in h.

2m 2m o0 e
5 1
(2) - . — p
d*“(E) = 2rh)? Jdd)l Ofddn Ojdhidlz 6(E - H(I1, 1))

-
Gesamter Phasenraum

1
Wjdpjdq5(E—H(pr))-

Dies ist der Thomas-Fermi-Term bzw. die mittlere Zustandsdichte. Man erhalt ihn, indem
man die Summe tiber Quantenzustinde durch Integrale iiber den Phasenraum geteilt durch
N ersetzt. Betrachten wir nun den oszillierenden Anteil mit (M; = 0 = M>). Mit

1 [ o
d(x) = ﬁj e'n dr

folgt
1 -iTMx i
SE) = 5o 3 eI far, [anes

M1 +0+Mp

o) = % @nM-I+T(E-HD)).

Mit der stationdren Phase V¢ (I) = 0 finden wir

21tM; = ;T = Tw;i(Iy,12), (2.5)
wobei
w. - OH
oL

am Sattelpunkt. Damit zeigt sich
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d.h. es handelt sich um resonante Tori. Somit tragen nur Tori mit kommensurablen Fre-
quenzen (periodischen Bahnen) zu d(E) bei. Die M; sind hierbei Umlaufzeiten (und keine
Quantenzahlen). Somit ergibt sich

[

1 S TC ;T 1 T
SA(E) = — e—17M-a—1jUM20 — J dr eﬁ(ZTrMJMJrT(E—H(IM)))_
( ) 4h?2 %- T‘k|1/2

—o0

Iy entspricht hier der Wirkung der resonanten Tori (Losung von Gleichung (2.5)). Weiter

haben wir
02H
k= det (azlab) ’

2
om = . sign(dy),

i=1

wobei A; die Eigenwerte der Hesse-Matrix sind.

Wichtig: Die Summe tiber die quantisierten EBK-Tori ist

d(E) = > 8(E—E(n)).

Verwenden wir die Poissonsche Summenformel und die stationdre Phase erhalten wir
d(E) = d®(E) + 6d(E).

Der erste Term entspricht gerade der mittleren Zustandsdichte im Phasenraum (TF-Term).
Der zweite Term beschreibt die periodischen Bahnen auf den resonanten Tori, wobei die
Summe v mit M + 0 auftritt. -

Ausfiihren der (nicht-trivialen) T-Integration (mit Stationarer-Phasen-Approximation) liefert
die Berry-Tabor-Formel fiir integrable Systeme (1976). Fiir N = 2 ist

AE) =dOE) + Y — Mo (“%M L E)

M=0 T3 M3 | df | 2 4

mit
H(L,I, =deg(I;)) =E.

Sm entspricht hierbei der Wirkung und Ty der Umlaufdauern der periodischen Bahnen (auch
fiir vielfache Umléaufe).

2D-Rechteckbillard: Die Hamiltonfunktion des Systems lautet

H=ﬁ(vi+v§)

1 a;
Ij=§§mdxj=#'lﬂj

2 2 2
:Hzl(%+%)
2m \ai a;
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Der Maslov-Index (unendlich hohe Potentialwédnde) ist &¢; = & = 4. Stellen wir uns das
Rechteckbillard vor mit den Kantenldngen a, und a, und betrachten einen Umlauf mit
a, = const oder a, = const. Aufgrund der unendlich hohen Potentialwande ist an jeder Wand
ein Phasensprung von 1 noétig, damit an diesen Stellen die Wellenfunktion verschwindet.
Wird beachtet, dass o = [07]/2 gilt, sowie exp(iro/4) in der Wellenfunktion auftritt, dann
folgt [0] = 2 - 4 und somit « = 4.

Die exakte Losung der Schrodingergleichung mit Randbedingungen ist
2.2 2 2
-1 ((ﬂ> +(Q> ) n € N.
2m a; ap

o
Ij=h<1’l,j+Zj), njeN()

= hﬁj, 171,‘,' e N.

Fiir die I's finden wir

Wir sehen, dass die semiklassische Losung mit der quantenmechanischen tibereinstimmt.
Fur die Hesse-Matrix gilt

®H mw?fa;®? O
allaI, a m

0 a3’
Somit kénnen wir k zu

(ma,a;)?

berechnen, sowie o)y = 2. Die stationdre Phase ergibt

2mTM =Ttw =TV H

_ m?t (Lai?
m \La;’

— 1= Mok,
; T
— 2nM - = 4—m(a 2M2 + a2M32)
Y
= —Ht = =" (aiM} + a3M3)

Einsetzen (mit TF-Term) ergibt

0

@y = Maaz iz Loi
A=) = 412h2 “*f-“lz%J‘dTTeh i

mit ¢ = 2m(a?M? + a3M3). Wir verwenden die stationire Phase mit d(T) = 1/T sowie
f (1) = ET + ¢/7 und erhalten
[c
Ti2 =% B

d(Tl,Z) 1

JF ] V2l
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und

T l i(ET+$) - 21mh .. 2\/& E
JdTTeﬁ ~ \/§[Ec]1/4218m ™ + 2
_ 2iV/mh (2\/57]5 Tr)

T E) T T4

Die stationdre Phase gilt nicht fiir ¢ = 0 (TF-Term M; = M, = 0)

I dTleiEﬁ’ = 21ri.
T

—o0

Verwenden wir

\VCE 2mE 1
2 h

= TLMI,MZ = ESMl,MZ (E);

wobei Ly, m, die Lange und Sy, v, die Wirkung der periodischen Bahnen auf dem rationalen
Torus mit Umlaufzahlen M; und M, sind, finden wir fiir die Zustandsdichte

malaz ma,a

(2) _
a'? (E) 211h2 27T3/2h2 SM1 MZ(E) COS( SM1 Mz(E) >
,
=d@) (E) :54(5)

Der erste Term d? (E) entspricht dem TF-Term, der zweite Term hingegen den oszillierenden
Periodischen-Orbit-Beitridgen. Die damit gefundene Darstellung von d® (E) wird als Berry-
Tabor-Formel fiir das Rechteckbillard bezeichnet. Die exakte Losung, d.h. ohne stationdre
Phase fir T ist

P maa
4@ (E) = 277;};270( Swnae () ).

wobei J, eine Besselfunktion ist. 1«4

Bemerkung: Fir die isolierten Bahnen in chaotischen Systemen wird die Gutzwiller-Spurformel
angewendet. Im Gegensatz dazu werden in der EBK-Quantisierung Bahnscharen behandelt.-

Wiederholung: Im Zuge der semiklassischen Quantisierung integrabler Systeme haben wir
die EKB-Torusquantisierung kennen gelernt, diese lautet

En=H(I=<n+%)h)

mit einem vollstdndigen Satz von Quantenzahlen n. Mit Hilfe der Berry-Tabor-Formel kann
die Zustandsdichte integrabler Systeme angegeben werden. Fiir ein System mit zwei Frei-
heitsgraden (N = 2) folgt

—d 1 T Swo T T
A(E) = d(E) + — 7 > cos( o )

M
h32 20 M3 |dy | h 2 4
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mit dem Thomas-Fermi-Term
de) = oo [[daap s (£ - Hp.@),

den Umlaufzahlen M = (M;, M;) der periodischen Bahnen auf resonanten Tori: M; : M, = w; :
w> rational, den Umlaufzeiten der periodischen Bahnen Tj;, der Wirkung der periodischen
Bahnen Sy und dem Maslov-Index der periodischen Bahnen oy,. Die Funktion dg(I;) ist
hierbei definiert durch

H(,I; =de()) = E
Wichtig ist dabei, dass in der Berry-Tabor-Formel kein vollstandiger Satz an Quantenzahlen
N, mit k = 1,..., N eingeht. Da die Berry-Tabor-Formel nur die semiklassische Zustandsichte

fir integrable Systeme beschreibt, bleibt die Frage nach einer semiklassischen Theorie,
welche die Zustandsdichte fiir nicht integrable (chaotische) Systeme richtig wiedergibt. -

2.2.4 Spurformel

Die Spurformel ist in der Lage eine semiklassische Zustandsdichte fiir nicht integrable
(chaotische) Systeme zu liefern. Dazu wollen wir zunéchst rein quantenmechanisch vorgehen.
Die Zustandsdichte fiir ein gebundenes Spektrum lautet

d(E) = > cm 8(E = En),

dabei beschreibt c,, die Multiplizitét, also den Entartungsgrad und E,, die Energieeigenwerte,
wobei m nur ein Abzédhlindex darstellt. Der Greensche Operator (retardiert) ist gegeben
durch

[n) (n|
+ =
GE_%E—E,L-HE'

wobei das + flr retardiert steht. Der Zusammenhang zwischen quantenmechanischer Zu-
standsdichte und dem Greenschen Operator liegt in der Relation

1
d(E) = —Elm (trGf) .

BEWEIS Der Beweis hierfir wird mit Hilfe einer kontinuierlichen Basis |x) durchgefiihrt. Der
Greensche Operator in dieser kontinuierlichen Dartsellung ergibt sich zu

G tx,x) - 3, Cm i)

Yu (X)) Wn(x")
Z E-E, +ic
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Bildung der Spur dieses Operators fiihrt auf

Gy (x,x') = Jd3xG§(x,x)

[wa ()2 d3x
Z E—-E, +i¢

1
:%E—En-rig

1 )
= %PE_EW —imS(E — Ey)

mit dem Cauchy Hauptwert P, der definiert ist als

1
X + i€

1
=P— —imd(x).
x
Der Imaginérteil der Spur des Greenschen Operators liefert dann genau die Zustandsdichte

—%ImtrGg(x,x’) = > 8(E - En) = d(E). ]

Die Ausgangsformel fir semiklassische Spurformeln ist:
Gg,qm - G;—E,SCL
G gm — Jd3xG,§,SCL

wobei der Index SCL fiir semi-classical, auf deutsch semiklassisch, steht.

2.2.4.1 Quantenmechanischer und Semiklassischer Propagator

Den quantenmechanischen Greenschen Operator erhdlt man durch geschickte Umformung

des Termes
1 1

E—E,+ie E—H+ie

— % on elE-H+iat/h 4t .

Es ergibt sich daher
1 (% e .
G):t,qm(xvx,) = ﬁ JO dt el(EHE)tm Z W:‘L(x)wn(x’)eﬂlfnt/h
n

und unter Verwendung des Propagators

Giaqm(X,X") = %L dtelEHathg - (x,t,x',t' = 0)

Mit dem quantenmechanischen Propagator

Kaqm(x,6,x",t" = 0) = > i (x) @y (x")e Ent/n
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2.2.4.2 Feynmansche Pfadintegraldarstellung des quantenmechanischen Propagators

In der Pfadintegraldarstellung lasst sich der quantenmechanische Propagator schreiben als

Kaqm(x,t,x', 1) = JD[y(T)]e”“ft' artony.m

Diese Definition enthéalt neben der Lagrangefunktion L(y, y, T) auch die Integration tiber
alle Pfade D[y (7)], die den gleichen Anfangspunkt y(t’) und Endpunkt y(t) besitzen.
Dabei muss beachtet werden, dass auch die nicht klassischen Pfade enthalten sind. Der
semiklassische Propagator folgt aus der Berechnung der Feynmanschen Pfadintegrale unter
stationdrer Phasenapproximation. Die Stationaritdtsbedingung lautet dabei

t
6J drL(y,y,T)=0
y

und ist gerade das Hamiltonsche Variationsprinzip, d.h. v (1) beschreibt gerade die klassi-
sche Bahn.

Die Van-Vleck-Formel ist

KSCL(X,t,X’, t=0)= (21Tih)N/2 Z /‘C|ei/hR(x,x’,t)—i%K
SCL

Die Summe > ¢ lduft dabei tiber alle klassischen Trajektorien mit Startpunkt x’(0) und
Endpunkt x(t). Der Koeffizient ¢ ist gegeben durch

0°R
c =det Ixax’

wobei die Funktion R(x, x’, t) die klassische Lagrangefunktion enthalt:

t

R(x,x',t) = J dr L(x(T),x,T)

0
Die Variable « ist die Zahl der negativen Eigenwerte der zweiten Variation von R nach x und
entspricht damit der Anzahl der Kaustiken entlang des Weges von x’(0) nach x’(t).
Die semiklassiche Greensche Funktion ergibt sich nun durch Ersetzung des quantenmechani-
schen Propagators durch sein semiklassisches Pendant.

| i .
GiscL = in L dte/" ROt Ko (x, b, x7, 1 = 0)

i) -N/2 o
_ (2mrin) N Z J dt +[|c|e/nRGx ) +EO ik /2
0

lh SCL,E var.

Die Summe >gcp g var, iSt dabei so zu verstehen, dass sie tiber alle klassische Trajektorien
lauft und die Energie E dabei variabel ist. Unter der Bedingung der stationdren Phase

OoR

E=—%

to

2015-06-11 83



2.2 | SEMIKLASSISCHE THEORIEN

ergibt sich

21T
=" iS(x,x" ,E)—iuTr/2
Grsc = (27rih) N+ /2 > yIDle
SCL,E fest

mit der Wirkung entlang der klassischen Bahn

und

S(x,x',E) = R(x,x',t) + Et = J pdx

c 228 22s
D(X,X’,E) = o = det axax a,avng
a2 )y, aEax OEOE

sowie.

%R
. K ,at2|t0>0
K+1 ,at2|t0<0

2.2.4.3 Weg zur semiklassischen Zustandsdichte (Gutzwiller-Spurformel)

Die letzten Abschnitte hatten das Ziel eine semiklassische Ndherung der Zustandsdichte
d(E) zu erhalten, welche ausschlieBlich von Parametern der klassischen Bahnen abhéngt. Die
Vorgehensweise hierbei soll im Folgenden nocheinmal skizziert werden.

1.

84

Der Ausgangspunkt war der exakte quantenmechanische Propagator, der aus dem
Feynmanschen Pfadintegral folgte. In diesen Propagator gehen alle Wege von x’ nach
x ein, auch diese, die es klassisch nicht geben wiirde.

. Anwendung der stationdren Phasenapproximation auf die Feynmanschen Pfadintegrale.

Das Resultat war die van Vleck-Formel, in der alle klassischen Wege von x’ nach x
eingehen, wobei die Energie variabel bleibt.

. Berechnung der semiklassischen Greenschen Funktion Gf s¢; Uber eine Zeitintegration

mittels stationdrer Phase. In die semiklassische Greensche Funktion gehen alle klassiche
Wege von x’ nach x ein, diesmal jedoch bei fester Energie E.

. Spurbildung der semiklassischen Greenschen Funktion

trGlgeL = JdeGE,SCL(X!X) , x=x.

Im Ortsraum geschlossene Wege von x’ nach x (Impulse p’ und p beliebig). Man erhalt
zwei Arten von Beitrdgen der Greenschen Funktion.

a) x — x’ Wegldange geht gegen Null. Es ergibt sich der Thomas-Fermi-Term:

3 N N
A(E) = i h Jd xd¥ps(E - H(x,p))

b) Beitrage von Bahnen (Wegldnge grofer Null), die am Ort x starten und dorthin
zuriickkehren.
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Im Folgenden soll der Thomas-Fermi-Term etwas genauer untersucht werden. Dazu
betrachten wir den Hamiltonoperator

p?
H(x,p) = om + Vi(x)

und die Greensche Funktion fiir den Fall x =~ x’

, _ m gw m (1
G(X’X’E)772Trh2 r 2Trh2( +lk>

wobei im letzten Schritt eine Taylorentwicklung fiir kleine ¥ durchgefiihrt wurde. Mit
der Energie

hZ
E=—k?>+V(x)
2m

und 7 = |x — x'| folgt die mittlere Zustandsdichte

- 1 ,
d(E) = = tr[Im(G(x’,x,E))] = th Jd3x\/2m(E Vi(x))

Die mittlere Anzahl an Zustanden lautet somit

N(E)

E 0
J d(E’)dE’=J d(E)O(E —E')dE’

— 3
= nZhZJd J k®(E — H(x,hk)) dE'

3 h 2
s [ [ i ake e - mx, o

- (e (e _
~ 7 | @ [ @kOE - H0x, K

(27T1h)3 Jd3xjd3p O(E - H(x,p))

dN(E)
dE 21Th)3

e d(E) = Jd3 Jd3p6(]5 H(x,p))

5. Berechnung der Spur von G};SCL mittels stationdrer Phasenapproximation

+ N —iS(x,x,E)—iprr/2
trGrge = 21TF11)<N+1>/2 Jd x z \IDle

Stationdre Phase:

(&S‘(x,x,E))xO _ <aS(x,x’,E) N 0S(x,x',E) )X .

0x ox’ . 0x
::v’ :Vn
= —p' +p= 0

Hier variieren wir beide Argumente von S(x, x’, E) am Start- und Endpunkt der Trajek-
torie. Somit entspricht —p’ den Anfangs- und p den Endimpuls. Somit tragen in der
Summe >, 3; nur diejenigen klassischen Trajektorien bei, die die Bedingung x = x’
und p = p’ erfiillen, also erstreckt sich die Summe tiber alle periodischen Bahnen.
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6. Ausfiithrung der Integration (in der Umgebung der periodischen Bahnen). Dazu wahlt

man lokale Koordinaten in der Umgebung einer periodischen Bahn

x =(q,X.11,..., X n1) = (q,X1)
dVx —dgd" 'x

Die Integration wird also uber die parallel und senkrecht Komponenten der Bahn
aufgespalten. In diesen Koordinaten gilt fiir die Amplitude

2%s 2%s
Bbe 3EGE
_BZS 0°S o 2°S
0Edq 0Edq’ 0x\0x

mit
os _ s _ ., ds_,
ax P ax TP GET
folgt
N 1 op.
D = (-1)" — det
a4 0x.

Die Entwicklung der Wirkung in der Umgebung der periodischen Bahnen fihrt auf

1 N-1
S(x,x,E) = i;pdx+ > Wii(a)x.ix.,;
[N — i,j=1

Spo (E)
mit
W - (28 a%s a*s a%s
U=\ ox,0x, T ax.ox, | axiex. | oxioxi). .,

Setzen wir die gefundene Wirkung in tr Gf s ein, so ergeben sich Fresnel-Integrale fiir
jede Ortskoordinate senkrecht zur periodischen Bahn.

trG+ — el/hSpo(E) i% (u+v) J d
E,SCL = PZO q+/|D d W ()]
Den Parameter v erhdlt man dabei aus den Eigenwerten der Matrix W(q) und der
Summenindex PO ist so zu verstehen, dass tiber alle periodischen Bahnen summiert
wird. Es ldsst sich zuséatzlich zeigen (mathematisch aufwendig), dass

‘M = ¢% |det Mpo — 1|

D(q)

gilt. Dabei ist Mpg die Monodromiematrix der perdiodischen Bahn. Damit ergibt sich
schlieRlich

1 S el/hSeo(B)-15 (u+v)

G =
h %

S
detMpo —11 ) q 4
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unter Ausnutzung von g + v = 0pp und
1
dq dt = Tppo

erhalten wir das Endergebnis, namlich die Gutzwiller-Spurformel (M.Gutzwiller 1970)

4(E) = d(E”*Zwm]Eio (SPO S ow)
po — 1

Mit:
» Tppo: Umlaufzeit fiir einen Umlauf der Bahn (primitive periodische Orbits).
» Spo: Klassische Wirkung, Seo = $po p dx.
» Opo: Maslov-Index
» Mpo: Monodromiematrix (symplektische (2N — 2) x (2N — 2)-Matrix).

Beachte, dass wir nur isolierte periodische Bahnen betrachten, da sonst der Nenner ver-
schwindet und damit die Spurformel divergiert.

Wir wollen nun noch einmal die Monodromiematrix in Erinnerung rufen. Diese ist definiert
durch

x. (Tro) M x,(0)

p.(Too)) ~ 0 \pL(0)
und ist symplektisch. Dies bedeutet, dass sowohl A, als auch 1/A Eigenwerte der Monodro-
miematrix Mpo sind.

2
H(q,p) = % +V(@) q=4%9+6qg p=p?+dp
d <5Q> (0 1 <6q)
dt \or) ~ \-%ae o) \op
[ ———
=v(0 ()

Diagonalisieren von v© (t = T) fithrt auf

1

1/A

Die Stabilitatsmatrix, die in der Gutzwiller-Spurformel fiir isolierte periodische Bahnen
auftritt, entspricht gerade der Untermatrix, die nicht die trivialen Eigenwerte 1 enthalten.

2015-06-25 87



2.2 | SEMIKLASSISCHE THEORIEN

2.2.5 Anwendung der Gutzwiller-Spurformel
2.2.5.1 Interpretation der Quantenspektren klassisch chaotischer Systeme

Dies ist besonders elegant fiir Systeme mit klassischer Skalierungseigenschaft.
Wasserstoffatom im Magnetfeld: Die Hamiltonfunktion ist durch

_12 122 2\
H—2n +8y(x +y°)

B B
T 2.35-10°T

1

— =,
¥

Y

gegeben. Es gilt zu beachten, dass die Magnetfeldstiarke in atomic units dargestellt ist. Es gilt
die klassische Skalierung

r — y?3,
p—py "
Die skalierte Hamiltonfunktion nimmt dann die Form

i ) 1., 1 1,., . . .
H=Hy?P=2p*—~+ o (% +3%) = E=Ey ",

an. Die Wirkung ist

mit der skalierten Wirkung
Spo = jﬂia - dF.

Wir erhalten dann aus der semiklassischen Spurformel fiir die Zustandsdichte bei fester
skalierter Energie Ey—2/3

dscL(w) = d(w) + ZJ’Z\PO Ccos <§Pow - %O'Po) ,
PO

wobei Spo einer Oszillation mit konstanter Frequenz und Amplitude entspricht. Mittels einer
Fouriertransformation in w erhalten wir das Spektrum
wy
FS) = Jd(w)eifw dw.
w1

Quantenmechanisch sind die Eigenwerte fiir v = y~1/3

dgm = D 6(w — wp). <
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2.2.5.2 Berechnung semiklassischer Spektren mittels klassischer periodischer Bahnen

Die semiklassische Spurformel ist durch

= 1 T
dsc = d(E) + > Apo cOs (ﬁspo - 501)0)
)

= H + dosc

gegeben, wobei Apg eine Amplitude ist. Das Problem, welches sich nun stellt ist, dass es
unendlich viele periodische Bahnen gibt, bzw. bereits unendlich viele Repetitionen einer
einzigen primitiven periodische Bahn. Daher gilt nun im Folgenden die Annahme, dass es
nur eine isolierte instabile primitive periodische Bahn (PPO) (und ihre Repetitionen) gibt. Fiir
ein System mit N = 2 Freiheitsgraden erhalten wir dann

el(SpPO—~TTOPPO/2)T

T
dosc = PPOR
T

5 det (Mo — 1) |

wobei Mppg, die symplektische Monodromiematrix, die Eigenwerte A = e* und 1/A = e %
enthalt. Die Determinante im Nenner ist demnach

|[det (Mipo — 1) | = (eH" —1) (e — 1)

2 (MY
= 4sinh (2 )

Bertiicksichtigen wir die Wurzel, sowie pur > 0 kann der Nenner wie folgt umgeschrieben
werden

|det (Mppo — 1) | = 2sinh (%) ~e?.

Damit erhalten wir

(SPPD - % TTUPPO)V

o . ,
. Z [ei(swo ~ 700~ 7 uwo) ]

|det (Mipo —1)| =1

Unter Verwendung der geometrischen Reihe

’
-z

00
S -
r=1

die absolut konvergent fir |z| < 1 ist, nimmt der oszillierende Teil der Zustandsdichte die
Form

dosc = 7R

1-— ei(SPP(r T oppo) - % uppo

e s 1
Trro |: el(SPPO*j(TPPo)*guppo ]

an. Verschwindet der Nenner, so haben wir Pole in der Zustandsdichte.
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Offene Systeme: » Die Hamiltonfunktion des invertierte harmonische Oszillators ist
1 2 2 m. 2.2 24,2
H= ﬁ(px +p3y) + ?(wxx - w5Y°).

Es existiert eine isolierte instabile periodische Bahn entlang der x-Achse:

1 < (-1)" 2rE
dosc (E) = cos ( ) .
osc hwy Zl sinh (TW%) hwy

» Der Stark Effekt bei E > 0. Die Hamiltonfunktion ist

1 1
H=Z-p>’-=-+Fz=E>0.
2p r z

Es existiert eine isolierte periodische Bahn entlang der (positiven) x-Achse. 1<

Typisch fir gebundene chaotische Systeme ist, dass die Anzahl der (primitiven) periodischen
Bahnen exponentiell mit der Wirkung wachst

| #(PO mit Spo < ) o e |

wobei u als eine Art Entropie aufgefasst werden kann (u > 0).

Zudem ist die Konvergenz der PO-Summe nicht gesichert, denn

‘APO oc e’%APPOSPPO

Hier ist A > 0 der Liapunov Exponent. Die Spurformel ist jedoch fiir

absolut konvergent.

Typische Systeme weisen einen Liapunov Exponenten mit A < 2 auf, weshalb keine (absolute)
Konvergenz der Spurformel auftritt.

Ein einfacher Versuch besteht darin die Bahnsumme abzuschneiden, bspw. bei Spo < Spax-
Damit erhalten wir die Zustandsdichte in niedriger Auflosung. Eventuell ist es dann méglich
einzelne semiklassische Eigenwerte zu identifizieren.

Wunsch: Berechnung moglichst vieler und genauer semiklassischer Eigenwerte mittles einer
moglichst geringen Anzahl von Bahnen. -

Entwicklung verschiedener Resummationstechniken zur Beschleunigung der Konvergenz
semiklassischer Spurfomeln. Spezielle Methoden:

» Cycle-Expansion (Eckhard und Civitanovic, 1989)
» Pseudo-Orbit Entwicklung (Berry und Keating, 1990)
» Harmonische Inversion (Anwendung nicht linearer Verfahren zur hochauflésenden

Signalanalyse)
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Quantenchaos

3.1 Chaos in klassischen Systemen und Quantensystemen
» Klassische chaotische Systeme: Bahnen sind instabile Losungen da nichtlineare Bewe-
gungsleichungen (Liapunov Exponent A > 0) auftreten.

» Quantenmechanik: Wellenfunktionen (Zustande) sind Losungen der Schrodingerglei-
chung (lineare SGL)

o, (x,t) = Hy(x,t),
wobei der Hamiltonoperator H und die zeitliche Ableitung 9, lineare Operatoren sind.
Hier stellt sich die Frage nach dem Chaos, bzw. was man unter Quantenchaos verstehen

kann. Somit suchen wir letztlich eine Definition von Quantenchaos ohne den Riickgriff
auf das korrespondierende klassische System.

Beispiele von Spektren (Dargestellt in Abbildung 26):
» Wasserstoffatom im Magnetfeld
» Poisson: Unkorrelierte, zufillige Ereignisse (z.B. Radioaktiver Zerfall)
» Folge von Primzahlen

» Streuprozess: n +!66 Er, Kernanregungen (Vielteilchensystem mit starker Wechselwir-
kung)

» Sinai-Billard

» Nullstellen der Riemannschen Zetafunktion

Zis) = gni,n@ )-Tla-

an v

wobei p nach dem zweiten Gleichheitszeichen das Produkt tiber alle Primzahlen
symbolisiert. Die nichttrivialen Nullstellen liegen auf der Achse s = 1/2 +ix mit x € R
(Riemannsche Vermutung).

» Uniformes Spektrum (z.B. 1d harmonischer Oszillator)
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» 26 Segmente verschiedener Spektren mit je 50 Niveaus. Die Pfeilspitzen kennzeichnen das Auf-

treten von Energienieaus deren Abstand kleiner als 1/4 ist. Von [2].

Hinweis auf Quantenchaos

Wir betrachten die statistische Verteilung von Niveauabstdanden, wie sie etwa in Abbildung 26

zu sehen ist.. Der Abstand zweier benachbarter Linien

Sn = Eny1 — En

fithrt auf eine Héaufigkeitsverteilung P(s), bspw. ein Histogramm. Da die mittlere Zustands-
dichte d(E) jedoch meist von der Energie abhéngt, stellt dies ein Problem dar. Abhilfe schafft
die Normierung des Spektrums, bzw. Normierung der Linienabstdnde auf einen konstanten

mittleren Abstand. Dies wird auch als »Entfaltung des Spektrums« bezeichnet.

Entfaltung des Spektrums
Anzahl der Zustdande

N(E) = > O(E — Ey) = N(E) + Nf(E)

mit Ny (E), den fluktuierenden Anteilen und

N(F) — 1 d, qd _
N(E) = o | dadip O(E - H(p, @)
im Phasenraum (H < E). Siehe Abbildung 27. Die Entfaltung ist eine Abbildung x; =
mit
dXi dN TE 1
ai ~aEly, i CYE) gy T

Statistische Untersuchung der entfalteten Folge x;.

92
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» 27 Anzahl der Zustinde iiber der Energie. In blau ist die mittlere Teilchenanzahl N (E) dargestellt.
Der Schnittpunkt beider Funktionen bestimmt die neuen Levels (abzulesen an der y-Achse). Die
Werte x; haben per Konstruktion im Mittel einen Abstand von 1.

Nachste-Nachbar-Verteilung

Haufigkeitsverteilung: P(s) fiir die Abstande s; = x;,1 — X; liefert ein Histogramm, in dem
wir verschieden starke Auspragungen von NiveauabstoSungen beobachten.

Nieveauabstofung als vermiedene Kreuzungen
Wir betrachten den Energieabstand zwischen zwei Niveaus, beschrieben durch eine hermite-

sche 2 x 2 Matrix H
Hll H12
H = .
(H1*2 H22)

Das System kann von einem oder mehreren externen Kontrollparametern abhdngen (z.B. ma-
gnetische oder elektrische Felder, Seitenverhaltnis eines Rechteckbillard, ...). Die Eigenwerte
sind

E.

1
> (Hyi + Hy) = VA

A= % (Hiy — Hy)® + |Hpp 2.
Mogliche Falle:
1. Keine Wechselwirkung zwischen den Zustdnden, d.h. Hy, = 0.
E. =Hn(A), E-=Hx»(),

mit dem Kontrollparameter A. Es kann eine exakte Niveaukreuzung auftreten (bei
geeigneter Wahl eines Kontrollparameters)
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2. Hy # 0, aber die Matrix ist reell. Niveaukreuzung falls
1 2 2 !
Aiz(Hu + Hy;)° — Hi, = 0.

Typischerweise nur moglich, wenn es n = 2 Kontrollparameter gibt, bspw. A; und A,.

3. Hp» # 0 mit komplex hermitescher Matrix

A= %(H“ + Hy)? + (Re Hyp)? + (ImHjz)? = 0.

Erfordert n = 3 Kontrollparameter, bspw. A, A, und As.

Klassisch integrable Systeme: EBK-Torusquantisierung liefert einen vollstiandigen Satz
von Quantenzahlen n

E,,()\)zH(I:h(n+%),)\).

Zustdnde sind durch den vollstandigen Satz von Quantenzahlen n beschrieben. Typischerwei-
se geniigt die Variation eines Kontrollparameters A, um die Kreuzung zweier benachbarter
Niveaus zu erreichen (Fall (1)). Wir erwarten, dass bei klassisch integrablen Systemen Niveau-
kreuzungen mit groRer Wahrscheinlichkeit auftreten.

Die Fille (2) und (3): Reell symmetrische, bzw. komplex hermitesche Matrizen lassen sich
mittels orthogonalen, bzw. unitdren Transformationen diagonalisieren. Erforderliche Anzahl
an Kontrollparameter fiir Niveaukreuzungen

2 , orthogonal
n =13 ,unitar
5 , symplektisch

Zeitumkehrinvarianz fir n = 2und n = 5: T, T? = 1, bzw. T, T? = —1. Der Grad der
NiveauabstoRBung ausgedriickt durch die Verteilung P (s) bei kleinen Abstinden s hangt von
n ab

P(s) cs"™ ' =B fir s—0
mit f=n—1.
BEWEIS Es ist
P(s) = > 6(s — AE;) = (5(s — AE)),
i
mit (e) der Mittlung tiber alle AE. Fiir kleine s (gegeniiber dem mittleren Abstand der Niveaus)
ist AE gerade

AE = Vx2 = (X2 + x5 + ...+ x2)V2,
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Mittelung tiber alle x (mit geeigneter Gewichtsfunktion W(x))
P(s) = Jd”xW(x)(S (s —x2).
Substitution mit x = sy ergibt

P(s)

Jd”(sy)W(sy)é (s - 5\/?)
snt J d"yW(sy)s (1 - \/;> ,

wobei
lsifl(}W(sy) =W(0)=+0
und somit
mit  =n — 1. [ |

Somit erhalten wir also

s, orthogonal
P(s) oc {52 , unitdr
s* | symplektisch
fir kleine s.
Im Folgenden betrachten wir ein entfaltetes Spektrum
x; = N(E;)
und suchen die Nachste-Nachbar-Verteilung P (s) fiir Abstande
S =Xi+1 — Xi-

Wir fragen uns: Findet ein Ereignis bei x = x statt, wie groR ist dann die Wahrscheinlichkeit
fur

1. Ein einziges Ereignis (Level) in [xq + 5, X0 + s + ds]
2. Kein Ereignis in [xg, xo + 5]
Um dieser Frage nachzugehen fithren wir folgende Definitionen ein:

» g(s)ds: Wahrscheinlichkeit fiir Ereignis [x¢ + s, X0 + s + ds] (Homogenitat: unabhingig
von xg)

» P(s): Wahrscheinlichkeitsdichte
P(s) =g(s) (1 - L P(s')ds )
=g | P@)Has (3.1)
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Es ergibt sich somit

di_dﬁjm s —gp - (199 _
ds = ds SP(s)ds gP—(gdS g|P

=P/gaus (3.1)
Eine Losung dieser Differentialgleichung lautet
P(s) = cg(s)e fatshas

und kann fir integrable Systeme berechnet werden.

Integrable Systeme: Ausgehend von der Torusquantisierung lasst sich zeigen, dass g(s)
nicht von s abhangt, d.h.
g(s) = «.

Dies entspricht dem Poisson-Prozess fiir unabhéngige Ereignisse. Fiir P(s) erhalten wir somit
als Losung
P(s) =cxe™™

Die Konstanten ¢ und « werden dabei aus der Normierungsbedingung
J P(s)ds =1

0

und dem mittleren Abstand .
s'=J sP(s)ds =1
0

gewonnen. Als Endergebnis ergibt sich

P(s)=e",
d.h. regulédre Systeme sind poissonverteilt. Fiir kleine Werte von s gilt

P(s) =Cg(s)

Chaotische Systeme Fiir chaotische Systeme verhélt sich die Wahrscheinlichkeitsdichte
P(s) anders. Fiir kleine Werte s erwarten wir

1 ,Systeme mit Zeitumkehrinvarianz
P(s)y~sf, B=

2 ,Systeme ohne Zeitumkehrinvarianz

Fiir Systeme mit Zeitumkehrinvarianz gilt
[H, T]1=0
mit dem Zeitumkehroperator T (antiunitar). Dieser hat die Eigenschaften
T =1,
TY(x,t) =yP*(x,t).

Vertauscht der Hamiltonoperator mit dem Zeitumkehroperator, so lasst sich der Hamilton-
operator als reelle Matrix darstellen.
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BEWEIS Sei ¢; eine beliebige Basis. Wdhle eine neue Basis

Wpi=aip;+Taiy;, a;€C

Ty =y; (Wil wi) = 0i
Fur die Matrixelemente gilt dann
Hij = (yi | H|y,)
=(Ty;|TH | ;)"
=(Tw: | H|Ty;)"

=(wi |H|w)"
:Hf‘, [

3.2 Theorie der Zufallsmatrizen (Random Matrix Theory)

Wignersche Vermutung Bei chaotischen Quantensystemen (Systeme ohne Symmetrien, bzw.
gute Quantenzahlen, aufier eventuell Zeitumkehrinvarianz) wird die Ndichste-Nachbar-Verteilung
der Niveauabstdnde beschrieben durch ein Ensemble von Zufallsmatrizen, wobei die Matrix-
elemente entsprechend bestimmter Verteilungsfunktionen zufillig gewdhlt werden. X

3.2.1 Systeme mit Zeitumkehrinvarianz [H,T] = 0

Um Systeme mit Zeitumkehrinvarianz zu betrachten benétigen wir das Gaufische orthogonale
Ensemble (GOE). Im Folgenden betrachten wir den Hamiltonoperator in Form einer reell
symmetrischen (2 X 2)-Matrix
Hll H12
H =
(H 12 sz)

mit Matrixelementen H;;, welche Zufallszahlen gemal des Wahrscheinlichkeitsmales P (H)
sind. Dabei haben wir einige Forderungen an dieses WahrscheinlichkeitsmaR:

1. [[[ P(H)dH; dH2 dHp = 1

2. P(H) soll invariant unter orthogonalen Transformationen O der Form
0 - cos$ —sind
“ \sin% cos$
sein.

3. Die einzelnen Wahrscheinlichkeitsdichten P;;(H;;) sollen statistisch unabhéngig sein,
d.h.
P(H) = P11 (H11)P12(H12) P22 (Ho)
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Wir betrachten nun die zuvor erwahnte orthogonale Transformation fiir kleine Winkel ¢
1 -9
o-(3 7).
Unter dieser infinitesimalen Transformation soll (H) invariant sein, es folgt daher
H =O0OHOT
und fiir die einzelnen Elemente

Hil = H]] — 29H]2 = H]] +AH1]
Héz =Hj; + 29H12 = Hy + AH»,
Hiz = Hy; + $(Hi1 — H2) = Hi» + AHyp

Die Anderung des WahrscheinlichkeitsmaRes AP (H)
P(H')=PH) + AP(H)

muss nach Forderung 2 verschwinden.

d» dP,;
AP(H) = (dHi AHM) ProP12 + P11 (W;AHZZ) P12
d?;, )
——AH
+ P11 P22 (dle 12
mit
d?ij _ ”dh’lTl‘j
dH;; Y dHy;
folgt
dln'_PH dll’l?zz dll’l?lz
A'PH=—9<2H — 2Hq; — (H;, — H; )T PP
(H) L 24, ERFTT (Hyy 22) ai. ) 11 _;2 12

=0

Aus der Bedingung, dass die Klammer verschwinden muss erhalten wir

=0

1 <dll’l?11 _ dll’l?gg) _ 1 dll’l?lz
Hll 7H22 dHll dHZZ 2I_IIZ dH12
Eine Losung dieser Gleichung wird beschrieben durch die Gaulfunktion

— 2 2 L opr2 _ 2
P(H) = ce AHL+Hy+2H) — ce-AUWH®

wobei ¢ und A Konstanten sind, welche durch die Normierung und den Mittelwert festgelegt
werden. Fiir ein Zwei-Niveau-System ergeben sich zwei Energien E, und E_ und somit einen
Energieabstand

AE =E, —E_.
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Da wir ein (2 x 2)-Matrixmodell betrachten, lassen sich die Eigenenergien allgemein formu-
lieren

1 1
E. = E(HH + Hp) + 5\/(H11 — Hyy)? + 4H,

Fiir beliebigen Winkel ¢ kénnen wir immer eine Transformation finden, sodass fiir den
Hamiltonoperator gilt

H=0" (% E07> 0
H,, = E,cos®’9 + E_sin* ¢
Hy, = E. sin® % + E_cos® &
Hy» = (E. —E_)cos9sin$

Dabei muss gelten

P(H)dH,, dH», dH,» = P(E,,E_,9)dE, dE_d$%
0(H\1,H2,Hy2)
O0(E.,E_,9)

=P(H)|E, — E_|
_ Ce—AtrH2|EJr —E|

2 2
=ce AN E _F |,

P(E.,E_,9) = P(H) |det

Mit
1
s=E, —-E_, EOZE(E++E,)
folgt
s
E. =Ey =+ 5
und somit
0(E(,E_)

_ ~A(}s2+2E}) ‘
P(s,Ey) =cse \2 0) | det 3Gs. Eo)

=1

Mittelung tiber E, fihrt zu der Verteilung

P(s) = J P(s,Ep) dEy = se 2% ¢ J e 25 dE,
oo oo

=¢

Die Konstanten ¢ und A werden nun noch mittels der Normierung
J P(s)ds=1
0
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und dem Erwartungswert

Joo sP(s)ds =1
0

bestimmt. Letzten Endes ergibt sich die sogenannte Wignerverteilung fir ein GauBsches
orthogonales Ensemble (GOE)

P(s) = %S e i

3.2.2 Systeme ohne Zeitumkehrinvarianz (antiunitire Symmetrie)

Hierfiir ist es sinnvoll das Gaufische unitcdre Ensemble (GUE) einzufiithren. Der Hamiltonope-
rator liegt in der Form einer hermiteschen (2 x 2)-Matrix

Hll HlZ
H =
(Hl*z sz)

vor. Er enthalt vier reelle Parameter
Hy,, Hy, ReHp;,, ImH;,

die durch Zufallszahlen gemaf des WahrscheinlichkeitsmaRes P (H) festgelegt werden.
Wieder haben wir einige Forderungen an unser WahrscheinlichkeitsmafR:

1. Normierung: [ P(H) dH,, dH», dRe H;» dImH;, = 1
2. P(H) ist invariant unter unitdren Transformationen U mit UTU = UUT =1
3. Statistische Unabhéangigkeit: P(H) = Py, (H11) P22 (H2) PR (Re Hyz) Pl (Im Hy)
Im Folgenden betrachten wir eine infinitesimale unitare Transformation
U=1-ie-0o
mit
)T

T
€= (Ex,&y,82)", 0 = (0x,0y,0;)

Damit folgt:

H =H+dH mit dH = —i[e - 0,H]
dHy = —2exImH,; — 2¢,ReHy»
dH;, = 2exImH;, + 2&, ReHyp
dReHy, = &, (Hi1 — H) + 26, ImH;
dImH,; = &, (Hy; — H2) — 2¢.ReH,
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Die Anderung des WahrscheinlichkeitsmaRes unter der infinitesimalen unitiren Transforma-
tion soll verschwinden

dln?u B dlnTzz) +(
dH; dHy;

dll’lfpn dll’l?zz

dH]] dez

dInPg, dIn?i,
+ &, [ZlmledRele - ZReledRele P(H)

AP(H) = {Ex [*ZImHn (

dInP%
) + (Hy1 — Ha2) 12 ]

+ &y [—ZRele ( dImH,,

=0

Aus dieser Bedingung folgt, dass alle Terme der Form ¢;{...} verschwinden miissen. Dies
fihrt auf drei Gleichungen

1 (dln?n B dln?22> 1 dln?{,
Hi, — H» \ dHy dHo»» 2ImH,, dImH;,
1 (dln?n B dln'PQZ) B 1 dln Pk, _
Hu —sz dHu dez ZImle dReng ’
1 dinP% 1 din?j,

ReH;; dReH,, ImH;,dImH,,
Um dieses Gleichungssystem zu losen, benutzen wir den Ansatz

P(H) = ¢ o— AWM} +H3,+2(Re H12)? +2(ImH12)?) _ , = AtrH?

Die Konstante ¢ wird durch die Normierung bestimmt. Wir verbleiben mit der Konstanten A.
Die Diagonalisierung von
E
H= ( + 0 ) =UHU*

0 E_
ist moglich mittels einer unitarer Transformation

U cos ¢ —e?sin &
~ \e?sin g cos ¢

Somit erhalten wir:

Hy; = E. cos? 9 + FE_sin® ¢

Hy, =E.sin’?9 + E_cos? 9

Hy, = Hf, = (E, — E_)e'? cos § sin ¢
0(Hiy, Hyp,ReHyp, ImHyp)

_ 2 .
(E.,E_,%,®) (Ey —E-)" cos 9 sin$

det

Mittelung tber ¢ fihrt auf
P(E.,E_) =c(E, —E_)? e AL +E2)
Mit
S S
E+—E0+§, Ei_EO_E
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erhalten wir
2
P(s) =c' s’e A7,
Die Konstanten ¢’ und A werden wieder tiber die Normierung
J P(s)ds =1
0

und dem Erwartungswert

st?(s)ds =1
0

bestimmt. Somit erhalten wir fiir das GaulRsche unitare Ensemble (GUE)

P(s) = 3—22 stews
™

Fiir kleine Abstande finden wir das Verhalten

P(s) oc 52,

3.2.3 Systeme mit Zeitumkehrinvarianz [H,T] = O und T2 = -1
(Kramers-Entartung)

Hierfiir fithren wir das Gaufsche symplektische Ensemble (GSE) ein. Dieses besteht aus einem
Hamiltonoperator der Form
hll h12
H =
<h21 ha,

mit den quarternionischen 2 x 2-Blocken h;;. Als Basis verwenden wir hierbei die Einheitsma-
trix 1 und die Sigma-Matrizen —io. Der Hamiltonoperator H ldsst sich durch eine symplekti-
sche Transformation auf eine Diagonalform

ET1 O
0 E1
bringen (E; und E_ sind zweifach entartet). Wieder machen wir den Ansatz
P(H) = ce AUH?
um die Verteilungsfunktion zu erhalten. Die einzelnen Schritte wollen wir hierbei nicht
diskutieren.

Zusammenfassung

Fiir alle Wahrscheinlichkeitsdichten 2(s) in den unterschiedlichen Fallen erhalten wir also

e’ , Poissonverteilung fiir integrable Systeme
s e~ 15’ , Wignerverteilung fiir GOE-Statistik
P(s) 32 o _4g2 . .
sce @S , fiir GUE-Statistik

zo73 e~9v5*  fiir GSE-Statistik

Die einzelnen Wahrscheinlichkeitsdichten sind in Abbildung 29 dargestellt.
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Pp

Pcor
Rad Peue
&

Pese

X

» 28 Wahrscheinlichkeitsdichten 7(s) fiir die Poissonverteilung 7p, GOE-Statistik P;or, GUE-
Statistik Pgyur und GSE-Statistik Pgsg.

Beispiele

Eine Vielzahl von verschiedenen System besitzen die obig diskutierten Wahrscheinlichkeits-
dichten, bspw.:

1. Integrable Systeme: Poissonverteilung

» Rechteckbillard mit irrationalen Seitenverhdltnissen

» Kreisbillard

» Wasserstoffatom im Magnetfeld bei Energien E = Ey=2/3 < —0.5
2. Systeme mit Zeitumkehrinvarianz [H, T] = 0 und T? = 1: GOE-Statistik

» Stadion Billard

» Sinai Billard (siehe Abbildung 29)

» Wasserstoffatom im Magnetfeld bei Energien £ = —0.13 < Ey2/3 < 0
3. Systeme ohne Zeitumkehrivarianz: GUE-Statistik

» Mikrowellenresonator mit magnetisierten Ferritstreifen

» Rydberg Exzitonen in starken Magnetfeldern

Mathematisches Modell: Nullstellen der Riemannschen Zetafunktion

(s) = zni— 1 (Z P"”)
n=1 Primzahlenp \m=0
(1-p=5)~1
Die Zetafunktion hat folgende Eigenschaften:
» Einfacher Pol bei s = 1 (harmonische Reihe)

» Triviale Nullstellen bei s = —2, -4, -6, ...
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P(s) UM L
0.9[\\ Sinai’s billiard i 1
o8l f | &
BN [
N S s l
0,6: \Wignep ' —y—
05l surmise i E
04k 1
o3r Poisson/ g ]
0.2[: el B
01}, S
U SRS S N T SN [N T S ST S AU U T S ) SN S S J_L.J_:
0 05 10 15 20 s 25

» 29 Spektrale Analyse des Sinai-Billard und GOE-Statistik. Zum Vergleich ist auch die Poisson-
Statistik eingezeichnet. Von [3].

» Nichttriviale Nullstellen im Streifen 0 < Res < 1
» Riemannsche Vermutung: Re s = 1/2 fiir alle nichttrivialen Nullstellen

Mit der Substitution s = 1/2 — ix folgt fir die Zetafunktion

cx) =] (1 - pix’%>
p

-1

Man erkennt hierbei eine Analogie zur dynamischen Zetafunktion

C(E) = [](1 = tro (E))
PO

Die Dichte der Nullstellen der Zetafunktion kann nun berechnet werden.

1 d
o(x) = f;ImalnC(x)
1 d ix— 4
:—Imd—gln(l px 2)
_ 1. d S L mix- b
B TrI dx%mz::]mp ’
= fllmz i ilnp exp(imln(p)x)
™ el pm/2 -
T Sp(x)
P

Hier erkennt man die formale Analogie zur Gutzwiller-Spurformel mit Bahnparametern
A, und S, (x) gegeben durch Primzahlen p. Bisher ist jedoch kein physikalisches System
bekannt, dessen Wirkung durch Primzahlen wiedergegeben wird. Allgemein wird vermutet,
dass die Nullstellen sich asymptotisch so verhalten, wie ein GUE-Ensemble der Random-
Matrix-Theorie.

Es bleibt jedoch eine offene Frage: Kann ein hermitescher Operator ohne Zeitumkehrinvari-
anz (bzw. keine Vertauschung mit antiunitdren Operatoren) gefunden werden, sodass die
Eigenwerte die Riemannschen-Nullstellen wiedergeben.
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3.3 Weitere Methoden

Die Nachste-Nachbar-Verteilung beschreibt die lokalen Korrelationen im Spektrum. Weitere
Funktionen beschreiben auch mehr global die Fluktuationen und lassen sich mit Aussagen
der Random-Matrix-Theorie vergleichen.

3.3.1 Number Variance

Fiir ein entfaltetes Spektrum, ldasst sich der Mittelwert fiir die Anzahl der Zustdande im
Intervall [E — L/2,E + L/2] beschreiben durch

E+L/2
<J o(E') dE’> =L.
E-L/2 £

Eine charakteristische GroRe fiir die Fluktuationen im Spektrum ist die Varianz der Anzahl
der Zustande, sie wird auch Number Variance genannt.

E+L/2 2
S2(L) = <(J Q(E')dE'—L) >
E-L/2 E

Sie gibt somit die Fluktuationen um L an. Fir den Poisson-Prozess, bzw. Random-Matrix-
Theorie ergibt sich:

L , Poisson
L [mern+y+1-75]+0(}) GOE
[In( 27TL)+y+1]+(9(%) , GUE

s2(L) =47
w2
}T[ln(4nL)+y+1+ =|+0(}) .GSE

Dabei ist y die Euler-Konstante
&1
y=1lim > = —In(n) = 0.57722
nee Sk
Bei der Poisson-Verteilung sind die Fluktuationen der Anzahl der Zustande am Mittelwert L
gleich /L. Fiir regulére, bzw. chaotische Systeme muss fiir eine Ubereinstimmung mit der

Number Variance die Lange L so gewahlt werden, dass L nicht zu klein ist, aber auch nicht
zu grol L < Tli'—n wobei Tpg die Periode der kleinsten periodischen Bahn ist.

3.3.2 Spektrale Steifheit

Neben der Number Variance gibt es auch noch weitere (dhnliche) GroRen zur Charakteri-
sierung der Fluktuationen. Ein Beispiel ist hierbei die spektrale Steifheit (englisch spectral
rigidity). Sie ist definiert durch

1 E+L/2 [ (E 7°
As(L) = T <m1n{a b} J dE |:JE o(E')dE - (a + bE)] >
0 E
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b it ' I .
5]

, ,
;1/ Poisson T
03 | /
¢
\

>

01+1
[/

» 30 Spektrale Analyse des Sinai-Billard und GOE-Vorhersage fiir die spektrale Steifheit. Zum Ver-

gleich ist auch die Poisson-Vorhersage eingezeichnet. Von [3].

und entspricht einem Vergleich mit einer Geraden mit Steigung und Konstante a, b. Fiir den

Poisson-Prozess, bzw. der Random-Matrix-Theorie ergibt sich:
L/15 , Poisson
N LlmerL) +y-3-%]|+0(L) ,GOE
P R (mern vy -3+ o (1) ,GUE
2
: 2+ +0(}) .GSE

o [In@mL) +y -2

Die Ergebnisse dhneln dabei denen der Number Variance. Fiir das Sinai-Billard ist die spektrale

2

Steifheit in Abbildung 30 zu sehen.
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Zur Hausdorff-Dimension

Im Unterschied zur Minkowski-Dimension (im Skript als Hausdorff-Dimension bezeichnet)
beschrinkt sich die Hausdorff-Dimension nicht auf endliche Uberdeckungen, wodurch die
beiden Grofen im Allgemeinen nicht gleich sind. Allerdings stimmen sie in den relevanten
Fallen oft tiberein, weswegen die Minkowski-Dimension oft zur numerischen Approximation
der Hausdorff-Dimension verwendet wird.

Wir folgen bei der Behandlung der Hausdorff-Dimension der Herangehensweise in [4]. Den
Ausgangspunkt fiir die Definition des Hausdorff-Dimension bildet dabei das d-Dimensionale
Hausdorff-MaR.

Definition Es sei E < R", 6 > 0 und s > 0. Dann definieren wir

Hs(E) = inf > aw)s,

UepB(e)

wobei das Infimum iiber alle abzdhlbaren Uberdeckungen B(5) € P(R™) von E mit d(U) <
§ fiir alle U € B(5) genommen wird. Dabei ist d(U) = sup {|x — y| : x,y € U}. Das s-
dimensionale Hausdorff-Maf$ von E ist dann definiert als

g'[s(E) =?II(}:}-[5,S(E)- X

Fir jedes 6§ > 0ist Bg = {Bs(q) : q € Q"} eine abzdhlbare Uberdeckung von R", es existiert
also insbesondere immer eine Uberdeckung B(5) wie in der Definition verwendet.

Nach Definition ist d(U) = 0 VU < R", da immer mindestens eine Uberdeckung existiert, die
den Anforderungen der Definition gentigt, ist

VEER",s>0,6>0 : Hs:(E) > 0.

Beachte, dass H;, ¢ (E) nicht endlich sein muss.

Zudem ist H;5(F) monoton fallend beziiglich §, da fiir ' > § jede Uberdeckung B(§)
auch eine Uberdeckung B(4&’) ist. Damit existiert der Grenzwert und das Hausdorff-MaR ist
wohldefiniert.

Bemerkung: Das Hausdorff-MaR stellt ein duReres Mal dar. Fir eine Behandlung der MaRk-

theoretischen Eigenschaften von 7, siehe [s]. -

Anhand des Hausdorff-MaRes kann nun die Hausdorff-Dimension eingefiihrt werden. Dies
wird durch den folgenden Satz gewéhrt.

APPENDIX1 107



A| ZUR HAUSDORFF-DIMENSION

Theorem Fiir jede Menge E € R" existiert ein eindeutiges sy(E) € [0, ) fiir welches gilt:

0 ,s>s9(E)
o 5 <sp(E)

5'[& (E) = ‘[
Die Zahl sy (E) heifit Hausdorff-Dimension von E. X
BEWEIS Es sei

So=inf{s >0 : H,(E) =0},

insbesondere ist H(E) > O fiir alle s < so. Sei 8,7 > 0 und B eine Uberdeckung von E so
dass d(U) < ¢ fur alle U € B, dann ist

> AU <8 > AU . (A1)

UeB Uep

Und damit auch
}[B,SH' (E) = 5r-9{5,s (E) .

Im Grenzwert 6 — O liefert dies

0 < Hsir(E) < lsmol 6" Hs s (E). (A.2)

Falls also H,(E) < o ist, so ist H,, (E) = 0 fur alle » > 0. Damit erfullt s, dann #,(E) =
0=s=>=sound s > sy > H,(E) = 0, da fiir jedes s > s ein 5o < s’ < s exisitert so dass
Hy (E) = 0 ist.

Angenommen, es exisitert ein s < s, sodass F;(F) <  ist, so folgt dann, dass auch
Hso (E) =0,
was im Widerspruch zur Definition von s, steht. Also gilt auch
5 <Sg=> H(E) = oo,

womit die Behauptung folgt. [

Bemerkung: Es gibt Mengen mit Hausdorff-Dimension 0, zum Beispiel abzdhlbare Mengen,
nicht aber mit Hausdorff-Dimension oo. Dies wird hier nicht explizit gezeigt, es gilt aber
H,(E) =0 fir alle E € R" falls s > n ist. -
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Berechnung der Monodromiematrix

Ausgehend von den Hamiltonschen Bewegungsgleichungen in symplektischer Formulierung
konnen wir die Monodromiematrix berechnen. Die Bewegungsgleichungen lauten

Y = HvyH;

wobei y = (q,p)" der der Phasenraumvektor ist. Linearisierung der Bewegungsgleichungen
ergibt

y=Vy®d(VyH) {yo)’
_, 0H
" “oydy

Yo
wobei ® das dyadische Produkt bezeichnet. Mittels Integration erhalten wir dann die lineari-
sierte Losung

o0H
oydy

T
Yiin = j dtd
0

Yo

Beachte, dass wir fir y, alle linear unabhéngigen Vektoren betrachten miissen, d.h. y, nimmt
die Vektoren

1 0 0
ol [1 :
Y(): N KON EEET I
: 0
0 1

an. Somit erhalten wir yy;,; Losungen (i entspricht der Anzahl an linear unabhéngigen
Vektoren). Die Monodromiematrix setzt sich dann aus den Lésungen zusammen

M=()’Lm,1 Yiin2 --- YLinyi)'
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