
A
p

l.
-P

ro
f.

D
r.

Jö
rg

M
ai

n
,
U

n
iv

er
si

tä
t

St
u

tt
g
ar

t

N
ic

h
tl

in
ea

re
D

y
n

am
ik

St
u

tt
g
ar

t,
2
0

14
/

2
0

15

R
ev

is
io

n
:
3
0

.
N

o
v

em
b

er
2
0

15

F
ü

r
H

in
w

ei
se

au
f

D
ru

ck
fe

h
le

r
u

n
d

K
o
m

m
en

ta
re

je
d

er
A

rt
si

n
d

w
ir

d
an

k
b

ar
.1

1
M

ar
ce

l
K

le
tt

,H
en

ri
M

en
k
e,

M
ic

h
ae

l
Sc

h
m

id
,J

an
Sc

h
n

ab
el

,h
en

ri
m

en
k
e@

g
m

ai
l.
co

m





In
h

a
lt

sv
er

z
ei

c
h

n
is

In
h

al
ts

v
er

z
ei

ch
n

is

1
D

is
si

p
at

iv
e

Sy
st

em
e

1
1.

1
Ei

n
le

it
u

n
g

1
1.

2
Ex

p
er

im
en

te
u

n
d

ei
n

fa
ch

e
M

o
d

el
le

z
u

m
d

et
er

m
in

is
ti

sc
h

en
C

h
ao

s
2

1.
3

M
at

h
em

at
is

ch
e

M
o
d

el
le

z
u

m
d

et
er

m
in

is
ti

sc
h

en
C

h
ao

s
7

1.
3.

1
B

er
n

o
u

ll
i-

V
er

sc
h

ie
b

u
n

g
8

1.
3.

2
Lo

g
is

ti
sc

h
e

A
b

b
il

d
u

n
g

10
1.

4
In

te
rm

it
te

n
z
ro

u
te

z
u

m
C

h
ao

s
21

1.
5

Se
lt

sa
m

e
A

tt
ra

k
to

re
n

in
d

is
si

p
at

iv
en

Sy
st

em
en

23
1.

5.
1

D
ie

K
o
lm

o
g
o
ro

v-
En

tr
o
p

ie
26

1.
5.

2
C

h
ar

ak
te

ri
si

er
u

n
g

d
es

A
tt

ra
k
to

rs
d

u
rc

h
ei

n
g
em

es
se

n
es

Si
g
n

al
28

1.
5.

3
B

il
d

er
se

lt
sa

m
er

A
tt

ra
k
to

re
n

u
n

d
fr

ak
ta

le
r

G
re

n
z
en

31
1.

6
D

er
Ü

b
er

g
an

g
vo

n
Q

u
as

ip
er

io
d

iz
it

ät
z
u

m
C

h
ao

s
32

1.
6

.1
D

ie
La

n
d

au
-R

o
u

te
z
u

r
T

u
rb

u
le

n
z

33
1.

6
.2

D
ie

R
u

el
le

-T
ak

en
s-

N
ew

h
o
u

se
-R

o
u

te
z
u

m
C

h
ao

s:
33

1.
6

.3
U

n
iv

er
se

ll
es

V
er

h
al

te
n

b
ei

m
Ü

b
er

g
an

g
vo

n
Q

u
as

ip
er

io
d

iz
it

ät
z
u

m
C

h
ao

s
34

2
K

o
n

se
rv

at
iv

e
Sy

st
em

e
4

3
2.

1
K

la
ss

is
ch

es
C

h
ao

s
4

3
2.

1.
1

W
ir

k
u

n
g
s-

u
n

d
W

in
k
el

va
ri

ab
le

n
4

4
2.

1.
2

D
ie

B
ew

eg
u

n
g

im
P
h

as
en

ra
u

m
,P

o
in

ca
ré

-S
ch

n
it

te
4

7
2.

1.
3

D
as

W
as

se
rs

to
ff

at
o
m

im
M

ag
n

et
fe

ld
4

8
2.

1.
4

K
la

ss
is

ch
e

St
ö
ru

n
g
st

h
eo

ri
e

fü
r

H
am

il
to

n
sc

h
e

Sy
st

em
e

m
it
N

Fr
ei

h
ei

ts
g
ra

d
en

52
2.

1.
5

D
as

Sc
h

ic
k
sa

l
d

er
re

so
n

an
te

n
T

o
ri

56
2.

1.
6

St
ab

il
it

ät
k
la

ss
is

ch
er

B
ah

n
en

,M
o
n

o
d

ro
m

ie
m

at
ri

x
6

0
2.

2
Se

m
ik

la
ss

is
ch

e
T

h
eo

ri
en

6
5

2.
2.

1
W

K
B

M
et

h
o
d

e
6

6
2.

2.
2

T
o
ru

sq
u

an
ti

si
er

u
n

g
6

8
2.

2.
3

EB
K

-Q
u

an
ti

si
er

u
n

g
(E

in
st

ei
n

,B
ri

o
u

ll
in

,K
el

le
r)

76
2.

2.
4

Sp
u

rf
o
rm

el
8
1

2.
2.

5
A

n
w

en
d

u
n

g
d

er
G

u
tz

w
il

le
r-

Sp
u

rf
o
rm

el
8
8

3
Q

u
an

te
n

ch
ao

s
9

1
3.

1
C

h
ao

s
in

k
la

ss
is

ch
en

Sy
st

em
en

u
n

d
Q

u
an

te
n

sy
st

em
en

9
1

3.
2

T
h

eo
ri

e
d

er
Z

u
fa

ll
sm

at
ri

z
en

(R
an

d
o
m

M
at

ri
x

T
h

eo
ry

)
9

7
3.

2.
1

Sy
st

em
e

m
it

Z
ei

tu
m

k
eh

ri
n

va
ri

an
z
[H
,T
]
=
0

9
7

3.
2.

2
Sy

st
em

e
o
h

n
e

Z
ei

tu
m

k
eh

ri
n

va
ri

an
z

(a
n

ti
u

n
it

är
e

Sy
m

m
et

ri
e)

10
0

3.
2.

3
Sy

st
em

e
m

it
Z

ei
tu

m
k
eh

ri
n

va
ri

an
z
[H
,T
]
=
0

u
n

d
T
2
=
−1

(K
ra

m
er

s-
En

ta
rt

u
n

g
)

10
2

3.
3

W
ei

te
re

M
et

h
o
d

en
10

5
3.

3.
1

N
u

m
b

er
V

ar
ia

n
ce

10
5

3.
3.

2
Sp

ek
tr

al
e

St
ei

fh
ei

t
10

5

N
ic

h
t
li

n
ea

r
eD

y
n

a
m

ik
ii

i



Lit
er

a
t
u

r

L
iteratu

r

[1]
H

.
G

.
Sch

u
ster

u
n

d
W

.
Ju

st.
D

eterm
in

istic
ch

a
o
s:

a
n

in
tro

d
u

ctio
n

.
Jo

h
n

W
iley

&
So

n
s,

20
0

6
.

[2]
C

.D
u

n
k
l,M

.Ism
ail

u
n

d
R

.W
o
n

g
.Sp

ecia
l
Fu

n
ction

s.B
d

.1.W
o
rld

Scien
tifi

c,20
0

0
.

[3]
O

.B
o
h

igas,M
.-J.G

ian
n

o
n

i
u

n
d

C
.Sch

m
it.„C

h
aracteriz

atio
n

o
f

ch
ao

tic
q

u
an

tu
m

sp
ectra

an
d

u
n

iversality
o
f

level
fl

u
ctu

atio
n

law
s“.P

h
ysica

l
R

eview
L
etters

52.1
(19

8
4

),S.1.

[4
]

M
.M

.D
o
d

so
n

u
n

d
S.K

risten
sen

.„H
au

sd
o
rff

d
im

en
sio

n
an

d
D

io
p

h
an

tin
e

ap
p

ro
xim

ati-
o
n

“.
Fra

cta
l

g
eo

m
etry

a
n

d
a
p
p
lica

tio
n

s:
a

ju
b
ilee

o
f

B
en

o
ıt

M
a
n

d
elb

ro
t

P
art

1
(20

0
4

),
S.30

5–34
7.

[5]
F.

H
au

sd
o
rff

.
„D

im
en

sio
n

u
n

d
äu

ß
eres

M
aß

“.
M

a
th

em
a
tisch

e
A

n
n

a
len

79
.1-2

(19
18

),
S.157–179

.

[6
]

V
.

I.
A

rn
o
ld

,
V

.
V

.
K

o
z
lo

v
u

n
d

A
.

I.
N

eish
tad

t.
M

a
th

em
a
tica

l
a
sp

ects
o
f

cla
ssica

l
a
n

d
celestia

l
m

ech
a

n
ics.B

d
.3.Sp

rin
g
er

Scien
ce

&
B

u
sin

ess
M

ed
ia,20

0
7.

[7]
M

.
C

.
G

u
tz

w
iller.

C
h

a
os

in
cla

ssica
l
a

n
d

q
u

a
n

tu
m

m
ech

a
n

ics.
B

d
.
1.

Sp
rin

g
er

Scien
ce

&
B

u
sin

ess
M

ed
ia,20

13.

[8
]

F.
H

aak
e.

Q
u

a
n

tu
m

sig
n

a
tu

res
o
f

ch
a
o
s.

B
d

.
54

.
Sp

rin
g
er

Scien
ce

&
B

u
sin

ess
M

ed
ia,

20
10

.

[9
]

A
.J.Lich

ten
b

erg
u

n
d

M
.A

.Lieb
erm

an
.R

eg
u

la
r

a
n

d
stoch

a
stic

m
otion

.B
d

.38
.Sp

rin
ger

Scien
ce

&
B

u
sin

ess
M

ed
ia,20

13.

[10
]

E.O
tt.C

h
a

os
in

d
yn

a
m

ica
l
system

s.C
am

b
rid

g
e

u
n

iversity
p

ress,20
0

2.

[11]
H

.-J.Stö
ck

m
an

n
.Q

u
a

n
tu

m
C

h
a

os:A
n

In
trod

u
ction

.C
am

b
rid

g
e

u
n

iversity
p

ress,20
0

6
.

[12]
S.

W
im

b
erg

er.
N

o
n

lin
ea

r
D

yn
a
m

ics
a
n

d
Q

u
a
n

tu
m

C
h

a
o
s:

A
n

In
tro

d
u

ctio
n

.
Sp

rin
g
er,

20
14

.

[13]
M

.B
rack

u
n

d
R

.K
.B

h
ad

u
ri.Sem

icla
ssica

l
p

h
ysics.B

d
.9

6
.W

estview
P
ress,20

0
3.

N
ic

h
t
lin

ea
r

eD
y

n
a

m
ik

113

In
h

a
lt

sv
er

z
eic

h
n

is

A
Z

u
r

H
au

sd
o
rff

-D
im

en
sio

n
10

7

B
B

erech
n

u
n

g
d

er
M

o
n

o
d

ro
m

iem
atrix

10
9

iv
N

ic
h

t
lin

ea
r

eD
y

n
a

m
ik



IN
D

EX

Su
p

er
k
o
n

ve
rg

en
z
,1

2

—
T

—
T

eu
fe

ls
tr

ep
p

e,
36

T
h

o
m

as
-F

er
m

i-
T

er
m

,7
7

T
o
ru

sq
u

an
ti

si
er

u
n

g
,6

8
,7

1

—
V

—
V

an
-V

le
ck

-F
o
rm

el
,8

3
V

er
al

lg
em

ei
n

er
te

D
im

en
si

o
n

,2
9

V
er

al
lg

em
ei

n
er

te
En

tr
o
p

ie
,2

9
V

er
al

lg
em

ei
n

er
te

s
K

o
rr

el
at

io
n

ss
ig

n
al

,3
1

—
W

—
W

är
m

el
ei

tu
n

g
sg

le
ic

h
u

n
g
,5

W
ig

n
er

ve
rt

ei
lu

n
g
,1

0
0

W
in

k
el

va
ri

ab
le

,4
5

W
ir

k
u

n
g
sv

ar
ia

b
le

,4
5

W
K

B
-Q

u
an

ti
si

er
u

n
g
sb

ed
in

g
u

n
g
,6

7

11
2

N
ic

h
t
li

n
ea

r
eD

y
n

a
m

ik

D
is

s
ip

a
t

iv
e

S
y

s
t

e
m

e
|1

1
D

is
si

p
at

iv
e

Sy
st

em
e

1.
1

E
in

le
it

u
n

g

D
er

B
eg

ri
ff

C
h

a
os

le
it

et
si

ch
au

s
d

em
g
ri

ec
h

is
ch

en
ab

u
n

d
h

at
te

in
d

er
A

n
ti

k
e

ve
rs

ch
ie

d
en

e
B

ed
eu

tu
n

g
en

:

ñ
D

er
u

n
en

d
li

ch
le

er
e

R
au

m
,d

er
vo

r
al

le
r

Z
ei

t
ex

is
ti

er
te

.

ñ
R

o
h

e,
u

n
g
ef

o
rm

te
M

as
se

,i
n

d
ie

d
er

Sc
h

ö
p

fe
r

d
er

W
el

t
O

rd
n

u
n

g
u

n
d

H
ar

m
o
n

ie
b

ri
n

g
t.

H
eu

te
ve

rw
en

d
en

w
ir

d
en

B
eg

ir
ff

w
en

ig
er

sp
ir

it
u

el
l.

M
an

b
ez

ei
ch

n
et

so
ei

n
en

Z
u

st
an

d
d

er
U

n
o
rd

n
u

n
g

u
n

d
Ir

re
g
u

la
ri

tä
t.

W
ie

er
z
eu

ge
n

w
ir

ab
er

C
h

ao
s?

Ei
n

e
M

ö
gl

ic
h

k
ei

t
is

t
d

u
rc

h
ei

n
en

Z
u

fa
ll

sp
ro

z
es

s.
D

ie
O

rd
n

u
n

g
ei

n
es

n
eu

en
,
so

rt
ie

rt
en

K
ar

te
n

sp
ie

ls
w

ir
d

z
er

st
ö
rt

d
u

rc
h

„m
is

ch
en

“.
D

ie
s

is
t

äq
u

iv
al

en
t

z
u

ei
n

er
z
u

fä
ll

ig
en

Ä
n

d
er

u
n

g
d

er
R

ei
h

en
fo

lg
e.

Z
u

fa
ll

sz
ah

le
n

h
ab

en
eb

en
fa

ll
s

k
ei

n
e

O
rd

n
u

n
g

im
Si

n
n

e,
d

as
s

si
e

n
ic

h
t

g
eo

rd
n

et
si

n
d

(i
m

G
eg

en
sa

tz
z
u

,z
.B

.x
n
=
2n

).
Ei

n
w

ei
te

re
r

Z
u

fa
ll

sp
ro

-
z
es

s
is

t
d

as
R

au
sc

h
en

.
D

ar
u

n
te

r
ve

rs
te

h
t

m
an

ei
n

e
Fu

n
k
ti

o
n

o
h

n
e

re
g
u

lä
re

St
ru

k
tu

re
n

(z
.B

.
V

er
st

är
k
er

ra
u

sc
h

en
,e

rz
eu

g
t

d
u

rc
h

z
u

fä
ll

ig
e

th
er

m
is

ch
e

P
ro

z
es

se
).

Fü
r

u
n

s
fa

ll
en

Z
u

fa
ll

sp
ro

z
es

se
in

d
ie

K
at

eg
o
ri

e
n

ic
h

t
d
et

er
m

in
is

ti
sc

h
es

C
h

a
o
s.

In
d

ie
se

m
Sk

ri
p

t
w

o
ll

en
w

ir
u

n
s

je
d

o
ch

m
it

d
em

d
et

er
m

in
is

ti
sc

h
en

C
h

a
os

b
es

ch
äf

ti
ge

n
.D

et
er

m
in

is
m

u
s

b
ed

eu
te

t,
d

as
s

es
ei

n
e

V
o
rs

ch
ri

ft
(D

iff
er

en
ti

al
g
le

ic
h

u
n

g
o
h

n
e

it
er

at
iv

e
A

b
b

il
d

u
n

g
)

g
ib

t
n

ac
h

d
er

si
ch

d
as

V
er

h
al

te
n

d
es

Sy
st

em
s

au
s

ge
ge

b
en

en
A

n
fa

n
gs

b
ed

in
gu

n
ge

n
b

er
ec

h
n

en
lä

ss
t.

D
ie

n
ai

ve
(u

n
d

fa
ls

ch
e)

A
n

n
ah

m
e

h
ie

rb
ei

is
t,

d
as

s
d

et
er

m
in

is
ti

sc
h

e
G

es
et

z
e

in
ei

n
em

re
g
u

lä
re

n
V

er
h

al
te

n
re

su
lt

ie
re

n
.E

in
G

eg
en

b
ei

sp
ie

l
li

ef
er

te
P
o
in

ca
ré

18
9

2
m

it
d

em
D

re
ik

ö
rp

er
p

ro
b

le
m

.

D
efi

n
it

io
n

A
ls

d
et

er
m

in
is

ti
sc

h
es

C
h

a
os

b
ez

ei
ch

n
et

m
a
n

d
ie

U
n

or
d
n

u
n

g
u

n
d

Ir
re

g
u

la
ri

tä
t

b
ei

Sy
st

em
en

,d
ie

d
et

er
m

in
is

ti
sc

h
en

G
es

et
ze

n
(o

h
n

e
Z

u
fa

ll
se

in
w

ir
ku

n
g
)

g
eh

or
ch

en
.

Ï

¸
B
ei

sp
ie

l
E
s

fo
lg

en
B

ei
sp

ie
le

fü
r

n
ic

h
tl

in
ea

re
Sy

st
em

e
m

it
(m

ö
g
li

ch
er

w
ei

se
)

d
et

er
m

in
is

ti
-

sc
h

em
C

h
ao

s.

ñ
G

et
ri

eb
en

es
P
en

d
el

ñ
Fl

ü
ss

ig
k
ei

te
n

b
ei

m
Ei

n
se

tz
en

d
er

T
u

rb
u

le
n

z
(M

et
eo

ro
lo

g
ie

)

ñ
La

se
r

ñ
N

ic
h

tl
in

ea
re

o
p

ti
sc

h
e

Sy
st

em
e

ñ
C

h
em

is
ch

e
R

ea
k
ti

o
n

en

ñ
K

la
ss

is
ch

e
V

ie
lt

ei
lc

h
en

sy
st

em
e

(z
.B

.D
re

ik
ö
rp

er
p

ro
b

le
m

)

ñ
T

ei
lc

h
en

b
es

ch
le

u
n

ig
er

20
14

-1
0

-1
6

1



In
d

ex

—
A

—
A

ttrak
to

r,17

—
B

—
B

ern
o
u

lli-V
ersch

ieb
u

n
g
,8

B
erry-T

ab
o
r-Fo

rm
el,8

0
B

erry-T
ab

o
r-Fo

rm
el

fü
r

in
teg

rab
le

System
e,78

B
ifu

rk
atio

n
,6

5

—
C

—
C

au
ch

y
H

au
p

tw
ert,8

2
C

h
ao

s,1
d

eterm
in

istisch
,1

n
ich

t
d

eterm
in

istisch
,1

—
E

—
EB

K
-Q

u
an

tisieru
n

g
,76

EK
B

-Q
u

an
tisieru

n
g
,76

—
F

—
Farey-B

au
m

es,36
Feig

en
b

au
m

k
o
n

stan
te,11

Fib
o
n

acci-Z
ah

len
,37

Frak
tal,17

frak
tale

D
im

en
sio

n
,17

—
G

—
G

au
ß

sch
e

o
rth

o
g
o
n

ale
En

sem
b

le,9
7

G
au

ß
sch

e
sym

p
lek

tisch
e

En
sem

b
le,10

2
G

au
ß

sch
e

u
n

itäre
En

sem
b

le,10
0

g
o
ld

en
er

Sch
n

itt,37
G

reen
sch

er
O

p
erato

r,8
1

G
u

tz
w

iller-Sp
u

rfo
rm

el,8
7

—
H

—
H

au
sd

o
rff

d
im

en
sio

n
,18

H
eu

g
ab

elb
ifu

rk
atio

n
,11

H
o
p

f-B
ifu

rk
atio

n
,33

—
I

—
In

term
itten

z
,21

in
varian

te
D

ich
te,9

in
varian

te
M

aß
,9

—
J

—
Ju

lia-M
en

g
en

,32

—
K

—
K

A
M

-T
h

eo
rem

,53
k
lassisch

e
Stö

ru
n

g
sth

eo
rie,50

K
o
lm

o
g
o
ro

v-En
tro

p
ie,27

K
o
n

tin
u

itätsg
leich

u
n

g
,5

K
o
rrelatio

n
sd

im
en

sio
n

,29
f.

K
o
rrelatio

n
ssig

n
al,30

—
L

—
Liap

u
n

o
vexp

o
n

en
t,9

Lo
g
istisch

e
A

b
b

ild
u

n
g
,10

Lo
ren

z
-M

o
d

ell,6

—
M

—
M

aslo
v-In

d
ex,70

,72
M

o
n

o
d

ro
m

iem
atrix,6

3

—
N

—
N

avier-Sto
k
es-G

leich
u

n
g
,4

N
u

m
b

er
V

arian
ce,10

5

—
P

—
p

erio
d

ic
o
rb

it
th

eo
ry,76

P
fad

in
teg

rald
arstellu

n
g
,8

3
P
in

caré-Sch
n

itt,4
7

P
o
in

caré-B
irk

h
o
ff

-T
h

eo
rem

,56
P
o
isso

n
sch

e
Su

m
m

en
fo

rm
el,76

—
Q

—
Q

u
an

ten
m

ech
an

isch
er

P
ro

p
ag

ato
r,8

2

—
R

—
R

iem
an

n
sch

en
Z

etafu
n

k
tio

n
,9

1

—
S

—
seltsam

er
A

ttrak
to

r,24
sp

ek
trale

Steifh
eit,10

5
Sp

u
rfo

rm
el,8

1

N
ic

h
t
lin

ea
r

eD
y

n
a

m
ik

111

1.2
|

E
x

p
e

r
im

e
n

t
e

u
n

d
e

in
f

a
c

h
e

M
o

d
e

l
l

e
z

u
m

d
e

t
e

r
m

in
is

t
is

c
h

e
n

C
h

a
o

s

ñ
M

o
d

elle
z
u

r
P
o
p

u
latio

n
sd

yn
am

ik
µ

D
ie

Irreg
u

larität
b

eru
h

t
au

f
d

er
E
ig

en
sch

aft
n

ich
tlin

earer
System

e
an

fän
g
lich

b
en

ach
b

ar-
te

B
ah

n
en

exp
o
n

en
tiell

sch
n

ell
z
u

sep
arieren

.
D

ie
A

n
fan

g
sb

ed
in

g
u

n
g
en

lassen
sich

n
ich

t
b

elieb
ig

g
en

au
an

g
eb

en
.
Fü

r
d

as
V

erh
alten

n
ich

tlin
earer

System
e

ist
in

d
er

R
eg

el
n

u
r

ein
e

K
u

rz
z
eit-

u
n

d
k
ein

e
Lan

g
z
eitvo

rh
ersag

e
m

ö
g
lich

.
D

ies
b

ez
eich

n
et

m
an

n
ach

Lo
ren

tz
(19

6
3)

als
Sch

m
etterlin

g
seff

ek
t.

Fra
g
en

:
ñ

K
an

n
m

an
z
.B

.
au

s
d

en
D

iff
eren

tialg
leich

u
n

g
en

vo
rh

ersag
en

,
o
b

ein
System

d
eterm

in
istisch

es
C

h
ao

s
z
eig

t
o
d

er
n

ich
t?

ñ
G

ib
t

es
q

u
an

titative
M

aß
e

fü
r

d
ie

C
h

ao
tiz

ität
ein

es
System

s
b

z
w

.ein
er

B
ew

eg
u

n
g
?
Ç

E
in

e
M

in
d

m
ap

z
u

r
K

lassifi
k
atio

n
vo

n
System

en
,
d

ie
d

eterm
in

istisch
es

C
h

ao
s

z
eig

en
fi

n
d

et
sich

in
A

b
b

ild
u

n
g

1.

D
issip

ativ
e

Sy
stem

e
Ein

d
issip

atives
System

ist
ab

h
än

gig
vo

n
(m

in
d

esten
s)

ein
em

extern
en

K
o
n

tro
llp

aram
eter

r
.

E
s

g
ib

t
versch

ied
en

e
W

eg
e

in
s

C
h

ao
s,

d
ie

d
an

n
u

n
iversell

sin
d

fü
r

jew
eils

ein
e

V
ielz

ah
l

exp
erim

en
tell

realisierb
arer

System
e.

K
lassifi

k
atio

n
d

ieser
W

eg
e:

ñ
B

ifu
rk

atio
n

en
,P

erio
d

en
verd

o
p

p
lu

n
g
en

ñ
In

term
itten

z
(reg

u
läre

u
n

d
ch

ao
tisch

e
In

term
itten

z
)

ñ
Seltsam

e
A

ttrak
to

ren

K
o
n

serv
ativ

e
Sy

stem
e

C
h

ao
s

ist
m

ö
g
lich

in
n

ich
t

in
teg

rab
len

H
am

ilto
n

sch
en

System
en

.
D

as
K

A
M

-T
h

eo
rem

erk
lärt

d
ie

K
o
existen

z
reg

u
lärer

u
n

d
ch

ao
tisch

er
Stru

k
tu

ren
im

P
h

asen
-

rau
m

.
D

ie
Frag

e
n

ach
d

em
V

erh
alten

vo
n

Q
u

an
ten

system
en

,
d

eren
k
lassisch

er
G

ren
z
fall

C
h

ao
s

z
eig

t
fü

h
rt

au
f

d
as

Q
u

an
ten

ch
ao

s.

1.2
E
x
p

erim
en

te
u

n
d

ein
fach

e
M

o
d

elle
z
u

m
d

eterm
in

istisch
en

C
h

ao
s

1.
D

as
g
etrieb

en
e

P
en

d
el

θ̈
+
2γ
θ̇
+
g`

sin
θ
=
α

sin
ω
t.

2.
D

as
R

ayleig
h

-B
én

ard
-System

in
ein

er
Z

elle.Lo
ren

tz
-M

o
d

ell
(3D

):

ẋ
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ñ
j ∈

N
.

W
ir

seh
en

,
d

ass
d

ie
sem

ik
lassisch

e
Lö

su
n

g
m

it
d

er
q

u
an

ten
m

ech
an

isch
en

ü
b

erein
stim

m
t.

Fü
r

d
ie

H
esse-M

atrix
g
ilt

∂
2H

∂Ii ∂Ij =
π
2

m

(
a
−
2
1

0
0

a
−
2
2

)
.

So
m

it
k
ö
n

n
en

w
ir
k

z
u

k
=

π
4

(m
a
1 a

2 )
2

b
erech

n
en

,so
w

ie
σ
M
=
2

.D
ie

statio
n

äre
P
h

ase
erg

ib
t

2π
M
=
τ
ω
=
τ∇

I H

=
π
2τ
m

(
I1 a

−
2
1

I2 a
−
2
2

)

=⇒
Ij =

2mπ
τ
a
2j M

j

=⇒
2π
M
·
I=

4mτ
(a

21 M
21 +
a
22 M

22 )

=⇒
−
H
τ
=
−
2mτ

(a
21 M

21 +
a
22 M

22 )

Ein
setz

en
(m

it
T

F-T
erm

)
erg

ib
t

d
(2)(E

)=
m
a
1 a

2

4π
2�
2

e −
i π2

︸︷︷︸
=−

i ∑M

∞∫−∞
dτ
1τ

e
i� (
E
τ+

cτ )

m
it
c
=
2m
(a

21 M
21 +

a
22 M

22 ).
W

ir
verw

en
d

en
d

ie
statio

n
äre

P
h

ase
m

it
d
(τ
)
=
1/τ

so
w

ie
f
(τ
)=

E
τ
+
c/τ

u
n

d
erh

alten

τ
1,2 =

± √
cE
,

d
(τ
1,2 )

√|f
′′(τ

1,2 )| =
±

1
√
2[cE

]
1/4

20
15-0

5-21
79

1.6
|

D
e

r
Ü

b
e

r
g

a
n

g
v

o
n

Q
u

a
s
ip

e
r

io
d

iz
it

ä
t

z
u

m
C

h
a

o
s

1.6
.3

U
n

iv
erselles

V
erh

alten
b

eim
Ü

b
erg

an
g

v
o
n

Q
u

asip
erio

d
iz

ität
z
u

m
C

h
ao

s

W
ir

u
n

tersu
ch

en
d

en
Ü

b
erg

an
g

vo
n

q
u

asip
erio

d
isch

er
B

ew
eg

u
n

g
au

f
ein

em
Z

w
eierto

ru
s

z
u

ch
ao

tisch
er

B
ew

eg
u

n
g

an
h

an
d

ein
er

ein
fach

en
P
o
in

caréab
b

ild
u

n
g
.

1.6
.3

.1
D

ie
ein

d
im

en
sio

n
ale

K
reisab

b
ild

u
n

g

1.Sch
ritt:

P
o
in

caréab
b

ild
u

n
g

fü
r

d
ie

u
n

g
estö

rte
B

ew
eg

u
n

g
au

f
d

em
Z

w
eierto

ru
s

in
P
o
lark

o
-

o
rd

in
aten

(b
each

te
θ
=

W
in

k
el/2π

∈
[0,1)).

θ
n+
1 =

f
(θ
n )=

(θ
n +

Ω
)

m
o
d
1

m
it

d
er

W
in

d
u

n
g
sz

ah
l
Ω
=
ω
1 /ω

2 .
ω
1

u
n

d
ω
2

sin
d

d
ie

Freq
u

en
z
en

au
f

d
em

Z
w

eierto
ru

s.

Ω
=
ω
1

ω
2 =

pq
ratio

n
al:P

erio
d

isch
e

B
ew

eg
u

n
g

Ω
=
ω
1

ω
2

irratio
n

al:Q
u

asip
erio

d
isch

e
B

ew
eg

u
n

g

2.Sch
ritt:

H
in

z
u

n
ah

m
e

ein
er

n
ich

tlin
earen

Stö
ru

n
g
.

θ
n+
1 =

f
(θ
n )=

(θ
n +

Ω
−
k2π

sin(2π
θ
n ) )

m
o
d
1

m
it

d
em

K
o
n

tro
llp

aram
eter

k
,d

er
d

ie
Stärk

e
d

er
n

ich
tlin

earen
Stö

ru
n

g
b

estim
m

t.

M
otiva

tion
:

D
ie

ein
d

im
en

sio
n

ale
K

reisab
b

ild
u

n
g

b
esch

reib
t

als
p

h
ysik

alisch
es

System
ein

en
getrieb

en
en

R
o
tato

r
fü

r
d

en
Fall,d

ass
ein

k
o
n

stan
tes

D
reh

m
o
m

en
t
ΓΩ

z
u

d
em

an
treib

en
d

en
M

o
m

en
t

ad
d

iert
w

ird
(m

it
Γ

g
ro

ß
).

ϕ̈
+
γ
ϕ̇
=
kf
(ϕ
)
∞∑n=
0 δ(t−

n
T
)+
ΓΩ

Ç

B
estim

m
te

u
n

iverselle
Eigen

sch
aften

d
er

K
reisab

b
ild

u
n

g
sin

d
u

n
ab

h
än

gig
vo

n
d

er
sp

ez
iellen

Fo
rm

vo
n
f
(θ
)

(vergleich
e

U
n

iversalität
b

eim
Feigen

b
au

m
sz

en
ario

)
d

ie
Fu

n
k
tio

n
f

m
u

ss
d

ie
fo

lg
en

d
en

B
ed

in
g
u

n
g
en

erfü
llen

:

ñ
f
(θ
+
1)=

1+
f
(θ
)

(h
ier

o
h

n
e

m
o
d
1

z
u

versteh
en

)

ñ
Fü

r|k|<
1

existieren
f
(θ
)

u
n

d
ih

r
In

verses
u

n
d
f
(θ
)

ist
d

iff
eren

z
ierb

ar
(d

.h
.f
(θ
)

ist
ein

D
iff

eo
m

o
rp

h
ism

u
s).

ñ
B

eik
=
1

w
ird
f
−
1(θ
)

n
ich

t
d

iff
eren

z
ierb

ar
u

n
d

fü
r|k|>

1
existiert

k
ein

ein
d

eu
tig

es
In

verses
vo

n
f
(θ
).

Z
u

r
W

in
d

u
n

g
sz

ah
l:

Fü
r
k
≠
0

,d
.h

.m
it

Störu
n

g
g
ilt

n
ich

t
m

eh
r

ein
fa

ch
w
=
Ω

.Sta
tt

d
essen

:

w
=

lim
n→
∞
1n

[f
n(θ

0 )
︸
︷︷

︸
oh

n
e

m
o
d
1 −
θ
0 ]

34
20

14
-12-11



2.
2

|
S

e
m

ik
l

a
s
s
is

c
h

e
T

h
e

o
r

ie
n

d
.h

.
es

h
an

d
el

t
si

ch
u

m
re

so
n

an
te

T
o
ri

.
So

m
it

tr
ag

en
n

u
r

T
o
ri

m
it

k
o
m

m
en

su
ra

b
le

n
Fr

e-
q

u
en

z
en

(p
er

io
d

is
ch

en
B

ah
n

en
)

z
u
d
(E
)

b
ei

.
D

ie
M
i

si
n

d
h

ie
rb

ei
U

m
la

u
fz

ei
te

n
(u

n
d

k
ei

n
e

Q
u

an
te

n
z
ah

le
n

).
So

m
it

er
g
ib

t
si

ch

δd
(E
)
=

1 4�
2

∑ M
e−

iπ
2
M
·α
−i
π 4
σ
M
≠
0
=

∞ ∫ −∞
d
τ

1
τ
|k
|1/
2

e
τ �
(2
π
M
·I
M
+τ
(E
−H
(I
M
))
) .

I M
en

ts
p

ri
ch

t
h

ie
r

d
er

W
ir

k
u

n
g

d
er

re
so

n
an

te
n

T
o
ri

(L
ö
su

n
g

vo
n

G
le

ic
h

u
n

g
(2

.5
))

.
W

ei
te

r
h

ab
en

w
ir

k
=

d
et

(
∂2
H

∂I
1
∂I
2

)
,

σ
M
=

2 ∑ i=
1

si
g
n
(λ
i)
,

w
o
b

ei
λ i

d
ie

Ei
g
en

w
er

te
d

er
H

es
se

-M
at

ri
x

si
n

d
.

W
ic

h
ti

g
:

D
ie

Su
m

m
e

ü
b

er
d

ie
q

u
an

ti
si

er
te

n
EB

K
-T

o
ri

is
t

d
(E
)
=
∑ n
δ(
E
−
E
(n
))
.

V
er

w
en

d
en

w
ir

d
ie

P
o
is

so
n

sc
h

e
Su

m
m

en
fo

rm
el

u
n

d
d

ie
st

at
io

n
är

e
P
h

as
e

er
h

al
te

n
w

ir

d
(E
)
=
d̃
(2
) (
E
)
+
δd
(E
).

D
er

er
st

e
T

er
m

en
ts

p
ri

ch
t

g
er

ad
e

d
er

m
it

tl
er

en
Z

u
st

an
d

sd
ic

h
te

im
P
h

as
en

ra
u

m
(T

F-
T

er
m

).
D

er
z
w

ei
te

T
er

m
b

es
ch

re
ib

t
d

ie
p

er
io

d
is

ch
en

B
ah

n
en

au
f

d
en

re
so

n
an

te
n

T
o
ri

,
w

o
b

ei
d

ie
Su

m
m

e
∑
M
∈Z
N

m
it
M
≠
0

au
ft

ri
tt

.
Ç

A
u

sf
ü

h
re

n
d

er
(n

ic
h

t-
tr

iv
ia

le
n

)
τ

-I
n

te
gr

at
io

n
(m

it
St

at
io

n
är

er
-P

h
as

en
-A

p
p

ro
xi

m
at

io
n

)
li

ef
er

t
d

ie
B
er

ry
-T

a
b
or

-F
or

m
el

fü
r

in
te

g
ra

b
le

Sy
st

em
e

(1
9

76
).

Fü
r
N
=
2

is
t

d
(E
)
=
d̃
(2
) (
E
)
+
∑ M
≠
0

T M
π
√ �

3
M
3 2
|d
′′ E
|co

s
( S

M �
−
π 2
σ
M
−
π 4

)

m
it

H
(I
1
,I
2
=
d
E
(I
1
))
=
E
.

S M
en

ts
p

ri
ch

t
h

ie
rb

ei
d

er
W

ir
k
u

n
g

u
n

d
T M

d
er

U
m

la
u

fd
au

er
n

d
er

p
er

io
d

is
ch

en
B

ah
n

en
(a

u
ch

fü
r

vi
el

fa
ch

e
U

m
lä

u
fe

).

2D
-R

ec
h

te
ck

b
il
la

rd
:

D
ie

H
am

il
to

n
fu

n
k
ti

o
n

d
es

Sy
st

em
s

la
u

te
t

H
=

1 2m

( p
2 x
+
p
2 y

)

I j
=
1 2π

∮
p
j
d
x
j
=
a
j π
·p

j

=⇒
H
=
π
2

2m

(
I2 1 a
2 1
+
I2 2 a
2 2

)
.

78
20

15
-0

5-
21

D
is

s
ip

a
t

iv
e

S
y

s
t

e
m

e
|1

w
=
p
/q

ra
ti

o
n

al
:

M
od

en
ko

p
p

lu
n

g
.

w
ir

ra
ti

o
n

al
:

Q
u

a
si

p
er

io
d

is
ch

e
od

er
ch

a
ot

is
ch

e
B
ew

eg
u

n
g
.

Ï

Z
u

r
V

er
d

eu
tl

ic
h

u
n

g
d

er
M

o
d

en
k
o
p

p
lu

n
g
:
B

eo
b

ac
h

tu
n

g
vo

n
H

u
yg

en
s

(1
6

29
–1

6
9

5)
z
u

r
Sy

n
-

ch
ro

n
is

at
io

n
z
w

ei
er

W
an

d
u

h
re

n
(w
=
1)

.
H

in
w

ei
s:

M
o
d

en
k
o
p

p
lu

n
g

h
ei

ß
t

n
ic

h
t,

d
as

s
d

ie
T

ra
je

k
to

ri
en

se
lb

st
ex

ak
t

p
er

io
d

is
ch

se
in

m
ü

ss
en

.
D

ie
K

re
is

ab
b

il
d

u
n

g
u

n
d

d
am

it
au

ch
d

ie
W

in
d

u
n

g
sz

ah
l
w

d
er

B
ew

eg
u

n
g

h
än

g
en

ab
vo

n
d

en
z
w

ei
P
ar

am
et

er
n
{Ω
,k
}.

D
is

k
u

ss
io

n
d

es
P
h

as
en

d
ia

g
ra

m
m

s
d

er
K

re
is

ab
b

il
d

u
n

g
:

ñ
A

rn
o
ld

z
u

n
g
en

(B
er

ei
ch

e
m

it
M

o
d

en
k
o
p

p
lu

n
g
,
w
=
p
/q

ra
ti

o
n

al
)

im
G

eb
ie

t
|k
|<

1.
Fü

r
|k
|<

1
h

ab
en

d
ie

G
eb

ie
te

m
it

u
n

d
o
h

n
e

M
o
d

en
k
o
p

p
lu

n
g

in
d

er
Ω

-k
-E

b
en

e
ei

n
e

en
d

li
ch

e
Fl

äc
h

e.

ñ
B

ei
k
=
1

w
an

d
er

n
d

ie
A

rn
o
ld

z
u

n
g
en

so
au

fe
in

an
d

er
z
u

,
d

as
s

d
ie

B
er

ei
ch

e
vo

n
Ω

,
in

d
en

en
k
ei

n
e

M
o
d

en
k
o
p

p
lu

n
g

au
ft

ri
tt

ei
n

e
se

lb
st

äh
n

li
ch

e
C

an
to

rm
en

g
e

(F
ra

k
ta

l)
m

it
M

aß
N

u
ll

is
t.

ñ
|k
|>
1:

C
h

ao
ti

sc
h

es
V

er
h

al
te

n
w

ir
d

m
ö
gl

ic
h

.C
h

ao
ti

sc
h

e
u

n
d

n
ic

h
t

ch
ao

ti
sc

h
e

G
eb

ie
te

si
n

d
in

d
er
Ω

-k
-E

b
en

e
en

g
m

it
ei

n
an

d
er

ve
rw

o
b

en
.

1.
6

.3
.2

M
o
d

en
k

o
p

p
lu

n
g

u
n

d
F
ar

ey
-B

au
m

Fr
ag

e:
Fü

r
k

fe
st

g
eg

eb
en

,i
n

w
el

ch
en
Ω

-I
n

te
rv

al
le

n
tr

it
t

M
o
d

en
k
o
p

p
lu

n
g

au
f?

Fü
r

ei
n

en
Z

u
st

an
d

m
it

ra
ti

o
n

al
er

W
in

d
u

n
gs

z
ah

lw
=
p
/q

lä
ss

t
si

ch
d

as
z
u

ge
h

ö
ri

ge
Ω

-I
n

te
rv

al
l

Ω
=
Ω
(k
)

au
s

d
er

B
ed

in
g
u

n
g

b
es

ti
m

m
en

,
d

as
s

ei
n

st
ab

il
er
q-

Z
yk

lu
s
f
q Ω
,k
(θ
∗ i
)
=
p
+
θ
∗ i

m
it

El
em

en
te

n
θ
∗ 1
,.
..
,θ
∗ q

in
d

er
K

re
is

ab
b

il
d

u
n

g
au

ft
ri

tt
,d

.h
.e

s
m

u
ss

g
el

te
n

∣ ∣ ∣ f
′q Ω,
k
(θ
∗ i
)∣ ∣ ∣
=
∣ ∣ ∣ ∣
q ∏ i=
1

f
′ Ω,
k
(θ
∗ i
)∣ ∣ ∣ ∣
=
∣ ∣ ∣ ∣
q ∏ i=
1

1
−
k

co
s(
2π
θ
∗ i
)∣ ∣ ∣ ∣
<
1

¸
B
ei

sp
ie

l

w
=
p q
=
0 1
=
0

f Ω
,k
(θ
0
)
=
0
+
θ 0

=⇒
Ω
=
k 2π

si
n
(2
π
θ 0
)

∣ ∣ ∣ f
′ Ω,
k
(θ
0
)∣ ∣ ∣
=
|1
−
k

co
s(
2π
θ 0
)|
<
1

Lö
su

n
g

fü
r
k
<
1:
|Ω
|<
k/
(2
π
).

A
ll

g
em

ei
n

e
Lö

su
n

g
fü

r
b

el
ie

b
ig

es
w
=
p
/q

(B
ak

u
n

d
B

o
h

r,
19

8
4

):

ñ
Fü

r
0
<
k
≤
1

ge
h

ö
rt

z
u

je
d

er
ra

ti
o
n

al
en

W
in

d
u

n
gs

z
ah

l
w
=
p
/q

ei
n

en
d

li
ch

es
In

te
rv

al
l

∆
Ω
(w
=
p
/q
,k
).

20
14

-1
2-

11
35



K
o

n
s
e

r
v

a
t

iv
e

S
y

s
t

e
m

e
|2

H
ierb

ei
ist

d
er

letz
te

T
erm

u
n

in
teressan

t
fü

r
Sp

ek
tren

m
it
E
>
0

.D
ie

b
eid

en
m

ittleren
T

erm
e

fü
h

ren
z
u

sem
ik

lassisch
en

K
o
rrek

tu
ren

h
ö
h

erer
O

rd
n

u
n

g
in
�

.D
en

ersten
T

erm
n

en
n

en
w

ir
d
(2)(E

).M
it

n
k =

1�
Ik −

α
k

4

fo
lg

t

d
(2)(E

)=
1�
2

∑M
1 ,M

2 e −
i π2
(M
1 α
1 +
M
2 α
2 )

∞∫

�
α
1 /4

dI1

∞∫

�
α
2 /4

dI2 δ(E
−
H
(I1 ,I2 ))e

2π
i(M

1 I1 +
M
2 I2 )/�.

B
etrach

te
d

en
T

erm
fü

r
M
1 =

M
2 =

0
,w

o
b

ei
w

ir
ein

e
z
u

sätz
lich

e
In

tegratio
n

ü
b

er
φ
1

u
n

d
φ
2

ein
fü

g
en

u
n

d
d

ie
u

n
teren

In
teg

ratio
n

sg
ren

z
en

au
f

N
u

ll
setz

en
.
E
in

e
B

erü
ck

sich
tig

u
n

g
d

er
k
o
rrek

ten
G

ren
z
en

fü
h

rt
w

ied
er

led
ig

lich
au

f
K

o
rrek

tu
ren

h
ö
h

erer
O

rd
n

u
n

g
in
�

.

d̃
(2)(E

)=
1

(2π
�
)
2

2π∫0

dφ
1

2π∫0

dφ
2

∞∫0

dI1

∞∫0

dI2

︸
︷︷

︸
G

esam
ter

P
h

asen
rau

m

δ(E
−
H
(I1 ,I2 ))

=
1

(2π
�
)
2 ∫

dp
∫

dq
δ(E

−
H
(p
,q
)).

D
ies

ist
d

er
T

h
o
m

a
s-Ferm

i-T
erm

b
z
w

.
d

ie
m

ittlere
Z

u
stan

d
sd

ich
te.

M
an

erh
ält

ih
n

,
in

d
em

m
an

d
ie

Su
m

m
e

ü
b

er
Q

u
an

ten
z
u

stän
d

e
d

u
rch

In
tegrale

ü
b

er
d

en
P
h

asen
rau

m
geteilt

d
u

rch
�
N

ersetz
t.B

etrach
ten

w
ir

n
u

n
d

en
o
sz

illieren
d

en
A

n
teil

m
it

(M
1
≠
0
≠
M
2 ).M

it

δ(x
)=

1
2π

�

∞∫−∞
e

i τ
x�

dτ

fo
lg

t

δd
(E
)=

1
2π

�
3

∑
M
1
≠
0
≠
M
2 e −

i π2
M
α ∫

dI1 ∫
dI2 e

iφ
(I)

φ
(I)=

1�
( 2π

M
·
I+
τ
(E
−
H
(I))) .

M
it

d
er

statio
n

ären
P
h

ase∇
φ
(I)=

0
fi

n
d

en
w

ir

2π
M
i =
ω
i τ
=
τ
ω
i (I1 ,I2 ),

(2.5)

w
o
b

ei

ω
i =

∂H∂Ii

am
Sattelp

u
n

k
t.D

am
it

z
eig

t
sich

M
1

M
2 =

ω
1

ω
2 ∈

Q
,

20
15-0

5-21
77

1.6
|

D
e

r
Ü

b
e

r
g

a
n

g
v

o
n

Q
u

a
s
ip

e
r

io
d

iz
it

ä
t

z
u

m
C

h
a

o
s

ñ
Fü

r
0
<
k
<
1

h
ab

en
d

ie
Ω

-In
tervalle

z
u

sam
m

en
ein

M
aß

0
<
S
=
∑p
,q ∆
Ω
(w
=
p
/q,k)

<
1.

ñ
Fü

r
k
=
1

b
ild

en
d

ie
In

tervalle
ein

e
vo

llstän
d

ig
e

T
eu

felstrep
p

e
(vo

llstän
d

ig
h

eiß
t

M
aß

S(w
=
p
/q,k

=
1)=

1
).

µ

D
ie

T
eu

felstrep
p

e
ist

ein
e

m
o
n

o
to

n
steig

en
d

e
Fu

n
k
tio

n
au

f
d

em
In

tervall[0,1]
w

o
b

ei
z
u

jed
em

ratio
n

alen
Fu

n
k
tio

n
sw

ert
p
/q

ein
e

Stu
fe

en
d

lich
er

B
reite

g
eh

ö
rt.

D
ie

Stu
fen

b
reite

n
im

m
t

m
it

w
ach

sen
d

em
N

en
n

er
q

ab
.Fü

r
z
w

eiW
in

d
u

n
gsz

ah
len
w
=
p
/q

u
n

d
w
′=
p
′/q

′
h

at
d

ie
grö

ß
te

Stu
fe,d

ie
z
w

isch
en

d
en

b
eid

en
Stu

fen
liegt,d

ie
W

in
d

u
n

gsz
ah

l(p+
p
′)/(q+

q
′).D

ie
Stu

fen
d

er
T

eu
felstrep

p
e

lassen
sich

an
h

an
d

ein
es

Fa
rey-B

a
u

m
es

o
rd

n
en

,d
.h

.alle
ratio

n
alen

Z
ah

len
w

erd
en

n
ach

au
fsteig

en
d

em
N

en
n

er
an

g
eo

rd
n

et,
g
em

äß
d

er
R

eg
el,

d
ass

d
ie

g
rö

ß
te

ratio
n

ale
Z

ah
l

z
w

isch
en
p
/q

u
n

d
p
′/q

′
d

u
rch

(p
+
p
′)/(q+

q
′)

g
eg

eb
en

ist.

D
er

Farey-B
au

m
o
rd

n
et

d
ie

B
ereich

e,
in

d
en

en
M

o
d

en
k
o
p

p
lu

n
g

au
ftritt,

n
ich

t
n

u
r

fü
r

d
ie

K
reisab

b
ild

u
n

g
so

n
d

ern
au

ch
ein

e
V

ielz
ah

l
realer

p
h

ysik
alisch

er
System

e,
z
.B

.
g
etrieb

e-
n

es
P
en

d
el,

Jo
sep

h
so

n
-K

o
n

tak
te

u
n

d
System

m
it

Lad
u

n
g
sd

ich
tew

ellen
.
D

er
Ü

b
erg

an
g

vo
n

q
u

asip
erio

d
isch

em
in

ch
ao

tisch
es

V
erh

alten
w

ird
d

u
rch

z
w

ei
T

yp
en

vo
n

U
n

iversalität
g
e-

k
en

n
z
eich

n
et.

1.6
.3

.3
L
o
k

ale
U

n
iv

ersalität

ñ
Ü

b
erg

an
g

vo
n

q
u

asip
erio

d
isch

em
z
u

ch
ao

tisch
em

V
erh

alten
b

ei
ein

er
sp

ez
iellen

W
in

-
d

u
n

g
sz

ah
lw

.

ñ
E
s

z
eig

en
sich

en
g
e

P
arallelen

z
u

m
Feig

en
b

au
m

-Sz
en

ario
.
W

ir
b

etrach
ten

als
B

eisp
iel

w
ied

er
d

ie
K

reisab
b

ild
u

n
g
:

θ
n+
1 =

(θ
n +

Ω
−
k2π

sin(2π
θ
n ) )

m
o
d
1≡

f
(θ
n )

U
m

ein
e

sp
ez

ielle
W

in
d

u
n

g
sz

ah
l
w

festz
u

h
alten

,
m

ü
ssen

z
w

ei
P
aram

eter
Ω

u
n

d
k

,
Ω
(k)

an
g
ep

asst
w

erd
en

.

w
=

lim
n→
∞
1n
( f

n(θ
0 )−

θ
0 )

w
äh

len
w

ir
als

irratio
n

ale
Z

ah
l

(n
o
tw

en
d

ig
fü

r
Q

u
asip

erio
d

iz
ität)

d
en

so
g
en

an
n

ten
G

old
en

en
Sch

n
itt

w
∗=

12
( √
5−

1)=
0.618

033
9

36
20

14
-12-18



2.
2

|
S

e
m

ik
l

a
s
s
is

c
h

e
T

h
e

o
r

ie
n

B
em

er
ku

n
g
:

ñ
D

ie
T

o
ru

sq
u

an
ti

si
er

u
n

g
in

te
g
ra

b
le

r,
ab

er
n

ic
h

t-
se

p
ar

ab
le

r
Sy

st
em

e
is

t
in

d
er

P
ra

xi
s

sc
h

w
ie

ri
g
,
d

a
d

ie
B

er
ec

h
n

u
n

g
d

er
In

te
g
ra

le
∮ C
k
p
·d
q

d
ie

K
en

n
tn

is
d

er
u

n
ab

h
än

g
ig

en
W

eg
e
C
k

er
fo

rd
er

t.

ñ
D

ie
Q

u
an

ti
si

er
u

n
g
sm

et
h

o
d

e
is

t
n

ic
h

t
an

w
en

d
b

ar
au

f
n

ic
h

t-
in

te
g
ra

b
le

(c
h

ao
ti

sc
h

e)
Sy

st
em

e
(E

in
st

ei
n

19
17

).
H

ie
rb

ei
is

t
d

ie
In

te
gr

ab
il

it
ät

ge
ra

d
e

V
o
ra

u
ss

et
z
u

n
g

fü
r

d
ie

T
o
-

ru
sq

u
an

ti
si

er
u

n
g.

Es
ve

rb
le

ib
t

je
d

o
ch

d
ie

Fr
ag

e,
w

ie
ch

ao
ti

sc
h

e
Sy

st
em

e
se

m
ik

la
ss

is
ch

q
u

an
ti

si
er

t
w

er
d

en
.

Ç

2
.2

.3
E
B

K
-Q

u
an

ti
si

er
u

n
g

(E
in

st
ei

n
,
B

ri
o
u

ll
in

,
K

el
le

r)

D
ie

EB
K

-Q
u

a
n

ti
si

er
u

n
g

b
es

te
h

t
d

ar
in

,d
ie

W
in

k
el

va
ri

ab
le

n
w

ie
fo

lg
t

an
z
u

se
tz

en

I k
=
�
( n

k
+
α
k 4

) ,
n
k
∈
N
0

E
(n

1
,.
..
,n

k
)
=
H
( I
=
�
( n
+
α 4

))
,

w
o
b

ei
k
∈
{1
,.
..
,N
}.

E
s

st
el

lt
si

ch
n

o
ch

d
ie

Fr
ag

e,
w

as
im

k
la

ss
is

ch
en

ch
ao

ti
sc

h
en

Sy
st

em
b

le
ib

t.
E
s

z
ei

g
t

si
ch

,
d

as
s

p
er

io
d

is
ch

e
B

ah
n

en
ex

is
ti

er
en

(e
ve

n
tu

el
l

in
st

ab
il

).
Je

d
o
ch

g
il

t
es

z
u

b
ea

ch
te

n
,
d

as
s

d
ie

u
n

ab
h

än
g
ig

en
W

eg
e
C
k

n
ic

h
t

d
en

p
er

io
d

is
ch

en
B

ah
n

en
en

ts
p

re
ch

en
.

Z
u

d
em

ex
is

ti
er

en
au

f
d

en
q

u
an

ti
si

er
te

n
T

o
ri

in
d

er
R

eg
el

k
ei

n
e

p
er

io
d

is
ch

en
B

ah
n

en
,d

a
d

ie
Fr

eq
u

en
z
ve

rh
äl

tn
is

se
im

m
er

ir
ra

ti
o
n

al
si

n
d

.
Es

ex
is

ti
er

en
je

d
o
ch

q
u

as
i-

p
er

io
d

is
ch

e
B

ah
n

en
.

D
en

n
o
ch

g
ib

t
es

ei
n

e
V

er
b

in
d

u
n

g
z
w

is
ch

en
se

m
ik

la
ss

is
ch

er
(h

ie
r

E
K

B
-Q

u
a
n

ti
si

er
u

n
g

)
u

n
d

p
er

io
d

is
ch

en
B

ah
n

en
k
la

ss
is

ch
er

Sy
st

em
e.

D
ie

se
b

es
ch

re
ib

t
d

ie
p

er
io

d
ic

or
b
it

th
eo

ry
.

W
ir

b
et

ra
ch

te
n

ei
n

in
te

g
ra

b
le

s
Sy

st
em

m
it
N
=
2.

D
ie

T
o
ru

sq
u

an
ti

si
er

u
n

g
li

ef
er

t
d

as
E
ig

en
-

w
er

ts
p

ek
tr

u
m
E
(n
).

D
ie

Z
u

st
an

d
sd

ic
h

te
is

t
d

u
rc

h

d
(E
)
=

∞ ∑ n
1
=0

∞ ∑ n
2
=0
δ(
E
−
E
(n

1
,n

2
))

(2
.4

)

ge
ge

b
en

.W
ir

w
o
ll

en
n

u
n

ei
n

e
se

m
ik

la
ss

is
ch

e
Fo

rm
fi

n
d

en
.D

az
u

w
en

d
en

w
ir

d
ie

P
oi

ss
on

sc
h

e
Su

m
m

en
fo

rm
el

∞ ∑ n
=0
f
(n
)
=

∞ ∑
M
=−
∞

∞ ∫ 0

f
(n
)e
2π

iM
n

d
n
+
1 2
f
(0
)

au
f

G
le

ic
h

u
n

g
(2

.4
)

an
.S

o
m

it
er

h
al

te
n

w
ir

d
(E
)
=

∑
M
1
,M
2

∫
d
n
1

∫
d
n
2
δ(
E
−
E
(n

1
,n

2
))

e2
π

i(
M
1
n
1
+M

2
n
2
)

︸
︷︷

︸
=d

(2
) (
E
)

+
1 2

∑ M

∫
d
n
1
δ(
E
−
E
(n

1
,0
))

e2
π

iM
n
1
+
1 2

∑ M

∫
d
n
2
δ(
E
−
E
(0
,n

2
))

e2
π

iM
n
2

︸
︷︷

︸
se

m
ik

l.
K

o
rr

ek
tu

re
n

in
�

+
1 4
δ(
E
−
E
(0
,0
))
.

76
20

15
-0

5-
21

D
is

s
ip

a
t

iv
e

S
y

s
t

e
m

e
|1

A
b

st
ec

h
er

:
D

er
g
o
ld

en
e

Sc
h

n
it

t

Je
d

e
ir

ra
ti

o
n

al
e

Z
ah

l
lä

ss
t

si
ch

d
u

rc
h

ei
n

e
Fo

lg
e

vo
n

en
d

li
ch

en
K

et
te

n
b

rü
ch

en
(a

ls
o

ei
n

e
Fo

lg
e

ra
ti

o
n

al
er

Z
ah

le
n

)
ap

p
ro

xi
m

ie
re

n
.A

ls
g
ol

d
en

en
Sc

h
n

it
t

w
ir

d
d

ie
je

n
ig

e
ir

ra
ti

o
n

al
e

Z
ah

l
b

ez
ei

ch
n

et
,d

ie
si

ch
am

sc
h

le
ch

te
st

en
d

u
rc

h
ra

ti
o
n

al
e

Z
ah

le
n

ap
p

ro
xi

m
ie

re
n

lä
ss

t.

w
∗
≡

1

1
+

1

1
+

1
1
+
··
·

(1
.1

)

D
ie

so
ge

n
an

n
te

n
Fi

b
on

a
cc

i-
Z

a
h

le
n
F n

,d
ie

d
u

rc
h
F n
+1
=
F n
+
F n
−1

,F
0
=
F 1
=
1

d
efi

n
ie

rt
si

n
d

,
li

ef
er

n
ü

b
er

w
n
=
F n F n
+1
=

F n
F n
+
F n
−1
=

1

1
+
F n
−1 F n

=
1

1
+

1
1
+
..
.

︸
︷︷

︸
n

m
al

ei
n

e
Fo

lg
e

ra
ti

o
n

al
er

Z
ah

le
n

,d
ie

ge
ge

n
w
∗
=

li
m
n
→
∞
w
n

k
o
n

ve
rg

ie
re

n
.I

m
Li

m
es
n
→
∞

fo
lg

t
au

s
(1

.1
)

w
∗
=

1
1
+
w
∗

=⇒
w
∗ (
1
+
ω
∗ )
=
1

al
so

is
t
w
∗

Lö
su

n
g

d
er

G
le

ic
h

u
n

g
w
2
+
w
−
1
=
0

w
∗
=
1 2
(√
5
−
1)
=
0.
61
8
03
3
1

G
eo

m
et

ri
sc

h
e

In
te

rp
re

ta
ti

on
:

A
u

ft
ei

lu
n

g
ei

n
er

Li
n

ie
d

er
Lä

n
g
e
L,

so
d

as
s

w
∗
=
` L
=
L
−
`

`

`
L
−
`

0
L

w
∗

Ç

Lo
k
al

e
U

n
iv

er
sa

li
tä

t:
D

er
Ü

b
er

g
an

g
vo

n
Q

u
as

ip
er

io
d

iz
it

ät
z
u

m
C

h
ao

s
b

ei
ei

n
er

sp
ez

ie
ll

en
ir

ra
ti

o
n

al
en

W
in

d
u

n
gs

z
ah

lw
=
w
∗
=

li
m
n
→
∞
w
n
=

li
m
n
→
∞
F n
/F
n
+1

er
fo

rd
er

t
ei

n
e

A
n

p
as

su
n

g
vo

n
Ω

u
n

d
k,

d
.h

.f
ü

r
je

d
es
k

is
t
Ω
(k
)

so
z
u

w
äh

le
n

,d
as

s
si

ch
d

ie
W

in
d

u
n

g
sz

ah
l
w
∗

er
g
ib

t.

N
u

m
er

is
ch

e
R

es
u

lt
at

e
fü

r
d

ie
K

re
is

ab
b

il
d

u
n

g
(S

h
en

k
er

,1
9

8
2)

:

(a
)

D
ie

Pa
ra

m
et

er
Ω
n
(k
),

w
el

ch
e

d
ie

W
in

d
u

n
gs

z
ah

le
n
w
n

er
z
eu

ge
n

,b
il

d
en

ei
n

e
ge

o
m

et
ri

sc
h

e
Fo

lg
e,

d
ie

si
ch

ei
n

er
K

o
n

st
an

te
n

n
äh

er
t

g
em

äß

Ω
n
(k
)
=
Ω
∞
(k
)
−

co
n

st
δ̃−

n
w

o
b

ei
δ̃
=
  −
2.
61
8
03
3
9
=
−(
w
∗ )
−1

fü
r
|k
|<
1

−2
.8
33
62

fü
r
|k
|=
1

ei
n

e
u

n
iv

er
se

ll
e

K
o
n

st
an

te
is

t,
d

ie
je

d
o
ch

vo
n
w
∗

ab
h

än
g
t.

20
14

-1
2-

18
37



K
o

n
s
e

r
v

a
t

iv
e

S
y

s
t

e
m

e
|2

an
.So

m
it

erh
alten

w
ir

∂S
ϕ

∂ϕ
=
p
ϕ
=
L
z ,

∂S
ϑ

∂ϑ
=
(
L
2−

L
2z

sin
2ϑ

)
1/2

m
it
L
2=

p
2ϑ +

p
2ϕ

sin
2ϑ
,

∂S
r

∂r
=
(
2M
E
−
L
2

r
2 −

V )
1/2.

D
ie

W
irk

u
n

g
svariab

len
sin

d

Iϕ
=
12π

∫
2π

0
L
z

dϕ
=
m
�

R
o
tatio

n
α
ϕ
=
0

Iϑ =
12π

∮
√
L
2−

L
2z

sin
2ϑ

dϑ
=
|L|−

|m
|�

=
(`+

12
−
|m
| )
�
,
`=

|m
|,|m

|+
1,...,

w
o
b

eim
ein

e
gan

z
e

Z
ah

list
u

n
d

au
fgru

n
d

d
er

V
ib

ratio
n

giltα
ϑ =

2
gilt.W

eiter
erh

alten
w

ir

|L|=
�
(`+

12 )

L
2=

[`(`+
1)+

14 ]
�
2

D
ie

exak
te

q
u

an
ten

m
ech

an
isch

e
R

ech
n

u
n

g
erg

ib
t
L
2=

`(`+
1)�

2.Z
u

d
em

fo
lg

t

Ir =
12π

∮
(
2M
E
−
L
2

r
2 +

2M
k
r

)
1/2

dr

=
−
(Iϑ +

|Iϕ |)+
k √

M2|E|
!= (n

r +
12 )

�

m
it
n
=
n
r +
`+

1

=
(n
−
(`+

12 ))
�
,
n
=
`+

1,`+
2,...

U
m

sch
reib

en
d

er
H

am
ilto

n
fu

n
k
tio

n
fü

h
rt

z
u

r
En

erg
ie

(R
yd

b
erg

fo
rm

el)

H
=
E
=
−

M
k
2

2(Ir +
Iϑ +

|Iϕ |)
2 =

−
M
k
2

2
�
2n

2 ,
n
∈
N
.

2.
Stark

eff
ek

t

3.
K

reisb
illard

µ

20
15-0

5-0
7

75

1.6
|

D
e

r
Ü

b
e

r
g

a
n

g
v

o
n

Q
u

a
s
ip

e
r

io
d

iz
it

ä
t

z
u

m
C

h
a

o
s

(b
)

D
ie

A
b

stän
d

e
d
n

vo
n
θ
=
0

z
u

m
n

äch
sten

Elem
en

t
ein

es
Z

yk
lu

s,d
er

z
u
w
n

g
eh

ö
rt

d
n =

f
F
n
Ω
n (0)−

F
n−
1

h
ab

en
d

as
Sk

alen
verh

alten

lim
n→
∞
d
n

d
n+
1 =

α̃
m

it
α̃
=
 −
1.618

03=
−
(w

∗)
2

fü
r|k|<

1
−
1.288

57
fü

r|k|=
1

als
u

n
iverselle

K
o
n

stan
te.

(c)
D

ie
p

erio
d

isch
e

Fu
n

k
tio

n

µ
(tj )=

Θ
n(tj )−

tj
,
j=

0,1,2,...

≡
Θ
(j·w

n )≡
f
j(0)

variiert
fü

r|k|
<
1

u
n

d
Ω
n →

Ω
∞

stetig
m

it
t.

Fü
r|k|=

1
w

ird
d

ie
Fo

lg
e

u
n

stetig
.
D

ies
d

eu
tet

d
en

Ü
b

erg
an

g
vo

n
Q

u
asip

erio
d

iz
ität

z
u

m
C

h
ao

s
an

.

(d
)

D
as

Leistu
n

g
ssp

ek
tru

m

A
(ω
)=

1
F
n+
1

F
n+
1 −
1

∑j=
0

µ
(tj )e

2π
iω
tj

fü
r|k|=

1
u

n
d
ω

z
eig

t
im

Lim
es
n
→
∞

selb
stäh

n
lich

e
Stru

k
tu

ren
,d

.h
.d

ie
H

au
p

tstru
k
-

tu
ren

z
w

isch
en

z
w

ei
au

fein
an

d
er

fo
lg

en
d

en
M

axim
a

sin
d

im
w

esen
tlich

en
d

ie
G

leich
en

.

Z
u

(b
)

A
b

leitu
n

g
d

er
z
u

g
eh

ö
rig

en
Fu

n
k
tio

n
alg

leich
u

n
g
.D

efi
n

iere
d

az
u

f
n (x

)≡
α̃
nf

(n
)(α̃

−
nx
)

m
it
f
(n
)(x
)≡

f
F
n+
1(x
)−
F
n

B
each

te
f
qk,Ω (0)=

p
fü

r
W

in
d

u
n

g
sz

ah
lw

=
p
/q

.D
as

Sk
alen

verh
alten

lim
n→
∞
d
n

d
n+
1 =

α̃
m

it
d
n =

f
F
n
Ω
n (0)−

F
n−
1

lässt
sich

sch
reib

en
alslim
n→
∞
α̃
nd

n ∼
lim
n→
∞
α̃
nf

(n
)(0)=

lim
n→
∞
f
n (0)=

co
n

st

A
n

alo
g

z
u

P
erio

d
en

verd
o
p

p
lu

n
g
:{f

n (x
)}

k
o
n

verg
iert

g
eg

en
ein

e
u

n
iverselle

Fu
n

k
tio

n

lim
n→
∞
f
n (x

)=
f
∗(x

)
m

it
f
∗(x

)
Lö

su
n

g
ein

er
Fixp

u
n

k
tg

leich
u

n
g

f
(n+

1)(x
)=

f
F
n+
2(x
)−
F
n+
1 =

f
F
n+
1[f

F
n(x
)]−

(F
n +

F
n−
1 )

=
f
F
n+
1[f

(n−
1)(x

)+
F
n−
1 ]−

(F
n +

F
n−
1 )

=
f
F
n+
1[f

(n−
1)(x

)]−
F
n

(b
each

te
f
(x
+
1)=

f
(x
)+
1

)

=
f
(n
)[f

(n−
1)(x

)]=
f
(n−

1)[f
(n
)(x
)]

f
n+
1 (x
)=

α̃
n+
1f

(n+
1)(α̃

−
(n+

1)x
)

=
α̃
n+
1f

(n
)[f

(n−
1)(α̃

−
(n+

1)x
)]

=
α̃
n+
1f

(n
)[α̃

−
(n−

1)f
n−
1 (α̃

−
2x
)]

=
α̃
f
n [α̃

f
n−
1 (α̃

−
2x
)]

38
20

14
-12-18



2.
2

|
S

e
m

ik
l

a
s
s
is

c
h

e
T

h
e

o
r

ie
n

Fü
r

d
as

Sz
en

ar
io

in
A

b
b

il
d

u
n

g
25

(b
)

is
t
∂q
/∂
t

z
u

k
ei

n
em

Z
ei

tp
u

n
k
t

n
u

ll
,

ab
er

d
ie

D
et

er
-

m
in

an
te

ve
rs

ch
w

in
d

et
in

d
er

N
äh

e
d

er
P
o
te

n
ti

al
w

an
d

.
D

ie
K

au
st

ik
z
ei

g
t

si
ch

g
er

ad
e

d
u

rc
h

d
et
J
=
0.

So
w

ie
d

ie
D

iv
er

g
en

z
vo

n
B
(q
).

Im
Fa

ll
N
=
1,

d
.h

.i
m

Ei
n

d
im

en
si

o
n

al
em

g
il

t

J(
t)
=
∂q ∂t
=
p
,

=⇒
%
(q
)
=
1 |p
|,

=⇒
B
(q
)
=

1 √ |
p
|.

D
ie

Fo
rt

se
tz

u
n

g
d

er
W

el
le

n
fu

n
k
ti

o
n

an
d

en
K

au
st

ik
en

(d
u

rc
h

g
ee

ig
n

et
en

W
ec

h
se

l
z
w

is
ch

en
O

rt
s-

u
n

d
Im

p
u

ls
ra

u
m

)
li

ef
er

t
d

ie
g
lo

b
al

e
se

m
ik

la
ss

is
ch

e
W

el
le

n
fu

n
k
ti

o
n

.
D

ie
se

m
u

ss
ei

n
e

ei
n

d
eu

ti
g
e

Fu
n

k
ti

o
n

au
f

d
en

in
va

ri
an

te
n

T
o
ru

s
se

in
.

In
sb

es
o
n

d
er

e
m

u
ss
ψ
(q
)

d
en

se
lb

en
W

er
t

n
ac

h
g
an

z
z
ah

li
g
em

U
m

la
u

f
en

tl
an

g
je

d
em

d
er
N

u
n

ab
h

än
g
ig

en
W

eg
e
C
k

b
es

it
z
en

.
E
s

fo
lg

t
d

ie
se

m
ik

la
ss

is
ch

e
Q

u
an

ti
si

er
u

n
g
sb

ed
in

g
u

n
g

(T
o
ru

s-
o
d

er
EB

K
-Q

u
an

ti
si

er
u

n
g
)

1 �
[S
(q
)]
C
k
−
[σ
q
] C
k

π 4
=
2π
n
k
,
n
k
∈
N
0
,
k
∈
{1
,.
..
,N
},

=⇒
I k
=
1 2π
[S
(q
)]
C
k
=
1 2π

∮ C
k

p
·d
q

=
�
( n

k
+
α
k 4

) ,

α
k
=
[σ
q
] C
k

2
.

A
u

f
je

d
em

T
o
ru

s
is

t
d

ie
E
n

er
g
ie

k
o
n

st
an

t.
K

la
ss

is
ch

g
il

t
fü

r
d

ie
E
n

er
g
ie
E
(I
)
=
E
(I
1
,.
..
,I
N
).

So
m

it
fo

lg
en

d
ie

q
u

an
ti

si
er

te
n

se
m

ik
la

ss
is

ch
en

En
er

g
ie

ei
g
en

w
er

te

E
(n
)
=
E
( �

( n
+
α 4

))
,

w
o
b

ei
d

er
In

d
ex
n

ei
n

en
Sa

tz
vo

n
N

Q
u

an
te

n
z
ah

le
n

fü
r

je
d

en
Z

u
st

an
d

b
es

ch
re

ib
t.

So
m

it
z
ei

g
t

si
ch

,d
as

s
n

u
r

b
es

ti
m

m
te

T
o
ri

se
m

ik
la

ss
is

ch
er

la
u

b
t/

re
le

va
n

t
si

n
d

.

¸
B
ei

sp
ie

l
Im

Fo
lg

en
d

en
b

et
ra

ch
te

n
w

ir
ei

n
ig

e
B

ei
sp

ie
le

vo
n

se
p

ar
ab

le
n

Sy
st

em
en

:

1.
Z

en
tr

al
k
ra

ft
-/

C
o
u

lo
m

b
p

o
te

n
ti

al
:E

s
g
il

t
d

ie
H

am
il

to
n

fu
n

k
ti

o
n

H
=
1 2M

( p
2 r
+
p
2 ϑ r2
+

p
2 ϕ

r2
si

n
2
ϑ

)
+
V
(r
)
=
0,

V
(r
)
=
−
k r
.

Fü
r

d
ie

se
A

rt
vo

n
P
ro

b
le

m
en

b
ie

te
t

si
ch

ei
n

Se
p

ar
at

io
n

sa
n

sa
tz

d
er

Fr
o
m

S
=
S r
(r
)
+
S ϑ
(ϑ
)
+
S ϕ
(ϕ
)

74
20

15
-0

5-
0

7

D
is

s
ip

a
t

iv
e

S
y

s
t

e
m

e
|1

G
re

n
z
fa

ll
n
→
∞

:f
∗ (
x
)

is
t

Lö
su

n
g

d
er

Fi
xp

u
n

k
tg

le
ic

h
u

n
g

f
∗ (
x
)
=
α̃
f
∗ [
α̃
f
∗ (
α̃
−2
x
)]

A
n

sa
tz

fü
r
|k
|<
1:
f̄
∗ (
x
)
=
x
−
1

is
t

Lö
su

n
g
.E

in
se

tz
en

:

x
−
1
=
α̃
f̄
∗
[ α̃

(
x α̃
2
−
1)]

=
x
−
α̃
2
−
α̃

=⇒
α̃
2
+
α̃
−
1
=
0

=⇒
α̃
=
  −
w
∗
−
1
=
−(
w
∗ )
−1
,

w
∗

fü
r
|k
|<
1

w
o
b

ei
w

ir
w
∗
=
1/
(1
+
w
∗ )

ve
rw

en
d

et
h

ab
en

.F
ü

r
k
=
1:

f
(ε
)
=
ε
+
Ω
−
1 2π

si
n
(2
π
ε)

︸
︷︷

︸
≈2
π
ε−

1 6
(2
π
ε)
3

≈
Ω
−
2π

2

3
ε3

d
er

li
n

ea
re

T
er

m
in
ε

ve
rs

ch
w

in
d

et
.

D
er

A
n

sa
tz
f
∗ (
x
)
=
1
+
a
x
3
+
b
x
6
+
..
.l

ie
fe

rt
n

ac
h

ei
n

se
tz

en
α̃
=
−1
.2
88
57
..
.f

ü
r
k
=
1.

Z
u

(a
),

in
A

n
al

o
gi

e
z
u

r
Pe

ri
o
d

en
ve

rd
o
p

p
lu

n
g,

si
n

d
d

ie
δ̃-

K
o
n

st
an

te
n

Ei
ge

n
w

er
te

d
er

li
n

ea
re

n
Fi

xp
u

n
k
t-

G
le

ic
h

u
n

g.
D

ie
Lö

su
n

g
is

t
k
o
m

p
li

z
ie

rt
er

,d
a

d
ie

R
ek

u
rs

io
n

sg
le

ic
h

u
n

ge
n

vo
n

z
w

ei
te

r
O

rd
n

u
n

g
si

n
d

,d
.h

.v
o
n
f n

u
n

d
f n
+1

ab
h

än
g
en

.

1.
6

.3
.4

G
lo

b
al

e
U

n
iv

er
sa

li
tä

t

Sk
al

en
ve

rh
al

te
n

fü
r

d
ie

je
n

ig
en
Ω

-W
er

te
,
b

ei
d

en
en

k
ei

n
e

M
o
d

en
k
o
p

p
lu

n
g

au
ft

ri
tt

(B
er

ei
ch

k
o
m

p
le

m
en

tä
r

z
u

d
en

A
rn

o
ld

-Z
u

n
g
en

).
N

u
m

er
is

ch
e

R
es

u
lt

at
e

(M
.H

.
Je

n
se

n
,

P
.

B
ec

k
,

T
.

B
o
h

r,
19

8
4

):

ñ
Fü

r
k
→
1

st
re

b
t

d
ie

G
es

am
tl

än
ge

d
er

St
u

fe
n

in
d

er
T

eu
fe

ls
tr

ep
p

e
m

it
ei

n
em

Po
te

n
z
ge

-
se

tz
n

ac
h
1.

C
=
1
−
∑ p
,q
∆
Ω
(
p q
,k
)
∼
(1
−
k)
β

m
it
β
=
0.
34

u
n

iv
er

se
ll

er
Ex

p
o
n

en
t

fü
r

al
le
f
(Θ
)

m
it

ei
n

em
k
u

b
is

ch
en

Sa
tt

el
p

u
n

k
t

b
ei
k
=
1.

ñ
B

ei
k
=
1

b
il

d
en

d
ie
Ω

-W
er

te
,

d
ie

z
u

ir
ra

ti
o
n

al
en

W
in

d
u

n
g
sz

ah
le

n
g
eh

ö
re

n
,

ei
n

e
se

lb
st

äh
n

li
ch

e
C

an
to

rm
en

ge
(v

o
m

M
aß
0)

m
it

u
n

iv
er

se
ll

er
H

au
sd

o
rff

-D
im

en
si

o
n
D
∗
=

0.
87

.

Fr
ag

e:
La

ss
en

si
ch

d
ie

fü
r

d
ie

K
re

is
ab

b
il

d
u

n
g

d
is

k
u

ti
er

te
n

u
n

iv
er

se
ll

en
Ei

ge
n

sc
h

af
te

n
w

ir
k
li

ch
an

re
al

en
p

h
ys

ik
al

is
ch

en
Sy

st
em

e
b

eo
b

ac
h

te
n

?

K
ri

te
ri

en
fü

r
Sy

st
em

e,
d

as
si

ch
an

al
o
g

z
u

r
K

re
is

ab
b

il
d

u
n

g
ve

rh
äl

t:

ñ
Le

is
tu

n
gs

sp
ek

tr
u

m
z
ei

gt
z
w

ei
o
d

er
d

re
i

in
k
o
m

m
en

su
ra

b
le

Fr
eq

u
en

z
en

vo
r

d
em

Ei
n

se
t-

z
en

vo
n

b
re

it
b

an
d

ig
em

R
au

sc
h

en
.
Fü

r
g
ee

ig
n

et
en

Sc
h

n
it

t
im

P
h

as
en

ra
u

m
fi

n
d

et
m

an
Θ
n
+1
=
f
(Θ

n
)

w
o
b

ei
f
(Θ
+
1)
=
f
(Θ
)
+
1

m
it
f
(Θ
)

q
u

al
it

at
iv

w
ie

K
re

is
ab

b
il

d
u

n
g
.

20
14

-1
2-

18
39



K
o

n
s
e

r
v

a
t

iv
e

S
y

s
t

e
m

e
|2

(a)
(b

)

ñ
2
5

R
efl

ex
io

n
an

ein
er

(a)
P
o
ten

tialw
an

d
u

n
d

(b
)

in
d

er
N

äh
e

ein
er

P
o
ten

tialw
an

d
.

M
it

d
en

ein
z
eln

en
Ein

träg
enS(p

)=
S(q

)−
p
·
q
,

B
(p
)=

B
(q
)· ( ∣∣∣∣∣

d
et (

∂
2S

∂q
i ∂q

j ) ∣∣∣∣∣ )
−
1/2,

∂S
∂q

i =
p
i ,

σ
p =

σ
q −

sg
n (
∂p

i

∂q
j )
.

A
n

m
erku

n
g

zu
B
(q
):

Erfü
llt

K
o
n

tin
u

itätsg
leich

u
n

g
:

B
(q
)=
|ψ
(q
)| 2=

%
(q
),

∇
(%
v
)=

0,
v
=
pm
,

d%dt
=
v
·∇
%
=
−
%∇
·
v
.

D
ie

Lö
su

n
g

ist

%
(q
)=

%
0 (ω

0 ) J(0,ω
0 )

J(t,ω
0 ) ,

J(t,ω
0 )=

∣∣∣∣
d

et (
∂q
(t,ω

0 )
∂(t,ω

0 )

) ∣∣∣∣
,

H
ierb

ei
b

esch
reib

t
t

d
ie

Z
eit

d
er

B
ew

eg
u

n
g

en
tlan

g
d

er
B

ah
n

u
n

d
ω
0
N
−
1

K
o
o
rd

in
aten

,
w

elch
e

d
ie

A
n

fan
gsfl

äch
e

ein
er

Lagran
gsch

en
M

an
n

igfaltigk
eit

d
efi

n
ieren

(d
.h

.d
ie

M
an

n
igfal-

tig
k
eit

sen
k
rech

t
z
u

r
B

ah
n

).
Ç

W
ie

in
A

b
b

ild
u

n
g

25
(a)

g
ilt

fü
r

d
ie

R
efl

exio
n

an
ein

er
P
o
tan

tialw
an

d
(R

efl
exio

n
w

ie
im

Ein
d

im
en

sio
n

alem
)

∂q∂t
=
0,

w
o
b

ei
d

an
n

d
ie

D
eterm

in
an

te
in
J

versch
w

in
d

et,w
o
rau

s
d

ie
D

iverg
en

z
vo

n
B
(q
)

fo
lg

t.

20
15-0

5-0
7

73

1.6
|

D
e

r
Ü

b
e

r
g

a
n

g
v

o
n

Q
u

a
s
ip

e
r

io
d

iz
it

ä
t

z
u

m
C

h
a

o
s

ñ
A

n
alyse

d
er

Z
eitreih

e
d

er
Θ
n

z
eig

t
u

n
iverselle

Z
ü

g
e

in
d

er
N

äh
e

d
es

Ü
b

erg
an

g
s

z
u

m
C

h
ao

s:

ñ
D

ie
T

eu
felstrep

p
e

d
er

In
tervalle

m
it

M
o
d

en
k
o
p

p
lu

n
g

w
ird

d
u

rch
ein

en
Farey-B

au
m

an
g
eo

rd
n

et.

ñ
D

ie
B

ereich
e

o
h

n
e

M
o
d

en
k
o
p

p
lu

n
g

b
ild

en
ein

Frak
tal

m
it

H
au

sd
o
rff

-D
im

en
sio

n
D
=
0.87

.

ñ
N

ich
ttriviales

Sk
alen

verh
alten

m
itα̃

=
−
1.289

fü
r

W
in

d
u

n
gsz

ah
lw

∗=
( √
5−
1)/2

.

Exp
erim

en
te

m
it

d
yn

am
isch

em
V

erh
alten

d
er

K
reisab

b
ild

u
n

g
:

ñ
D

as
g
etrieb

en
e

P
en

d
el:

Θ̈
+
γ
Θ̇
+

sin
Θ
=
A

co
s
ω
t+
B

u
n

d
tn =

n
τ

m
it
τ
=
2π
/ω

Θ
n =

Θ
(tn )=

Θ
(n
τ
)

ñ
Elek

trisch
e

Leitfäh
ig

k
eit

vo
n

B
ariu

m
-N

atriu
m

-N
io

b
at

ñ
D

as
d

yn
am

isch
e

V
erh

alten
vo

n
H

erz
z
ellen

A
u

sb
lick

I
D

issip
ative

System
e

II
K

o
n

servative
System

e

a)
Z

iel
d

er
k
lassisch

en
M

ech
an

ik
seit

N
ew

to
n

ñ
Erk

en
n

tn
isse

ü
b

er
N

atu
rg

esetz
e,d

en
en

B
ew

eg
u

n
g
en

g
eh

o
rch

en

ñ
V

o
rh

ersag
en

ü
b

er
B

ew
eg

u
n

g
sab

läu
fe

D
eterm

in
istisch

es
W

eltb
ild

:W
ir

k
en

n
en

d
ie

K
räfte

u
n

d
Z

w
an

gb
ed

in
gu

n
gen

z
w

isch
en

d
en

K
ö
rp

ern

⇒
D

eterm
in

istisch
e

B
ew

eg
u

n
g
sg

leich
u

n
g

⇒
B

ew
eg

u
n

g
sab

lau
f

als
Lö

su
n

g
d

er
D

iff
eren

tialg
leich

u
n

g
b

ei
g
eg

eb
en

en
A

n
fan

g
sb

e-
d

in
g
u

n
g
en

.„N
u

r“
ein

tech
n

isch
es

P
ro

b
lem

?
N

ein
.

E
s

g
ib

t
d

eterm
in

istisch
es

C
h

ao
s

au
ch

in
k
o
n

servativen
System

en
.
D

er
U

n
tersch

ied
z
w

isch
en

d
issip

ativen
u

n
d

k
lassisch

en
H

am
ilto

n
sch

es
System

en
ist,

d
ass

b
ei

H
am

il-
to

n
sch

en
System

en
d

as
P
h

asen
rau

m
vo

lu
m

en
erh

alten
b

leib
t

(Satz
vo

n
Lio

u
ville).

b
)

Q
u

an
ten

system
e

ñ
„A

lte“
Q

u
an

ten
m

ech
an

ik
:
D

isk
rete

E
n

erg
ien

iveau
s

d
u

rch
Q

u
an

tisieru
n

g
k
lassi-

sch
er

B
ah

n
en

(B
o
h

r-So
m

m
erfeld

Q
u

an
tisieru

n
g
sreg

el):
∮
p
·

dr
=
n
�
,
n
=
1,2,3,...

Erfo
lg

e:R
yd

b
erg

serien
d

es
W

assersto
ff

ato
m

s
(B

o
h

rsch
es

A
to

m
m

o
d

ell)

V
ersag

en
:Sch

o
n

fü
r

d
en

G
ru

n
d

z
u

stan
d

d
es

H
e-A

to
m

s
(D

reik
ö
rp

erp
ro

b
lem

)

4
0

20
15-0

1-0
8



2.
2

|
S

e
m

ik
l

a
s
s
is

c
h

e
T

h
e

o
r

ie
n

D
ie

Lö
su

n
g
S(
q
)

k
an

n
je

d
o
ch

n
u

r
b

is
z
u

d
en

Si
n

g
u

la
ri

tä
te

n

d
et

∣ ∣ ∣ ∣ ∣∂
p
j

∂q
k

∣ ∣ ∣ ∣ ∣
→
∞

ve
rw

en
d

et
w

er
d

en
.A

n
al

o
g
es

V
o
rg

eh
en

er
fo

lg
t

m
it

S(
p
)
=
S(
q
)
−
p
·q

=⇒
H
(−
∇ p
S,
p
)
−
E
=
0,

q
=
−∇

p
S(
p
).

Im
G

eg
en

sa
tz

z
u

m
ei

n
d

im
en

si
o
n

al
en

Fa
ll

g
ib

t
es

k
ei

n
e

G
ar

an
ti

e,
d

as
s

fo
rt

w
äh

re
n

d
es

Ü
b

er
-

sc
h

re
it

en
vo

n
K

au
st

ik
en

in
n

ic
h

t-
se

p
ar

ab
le

n
Sy

st
em

en
z
u

ei
n

er
ge

sc
h

lo
ss

en
en
N

-d
im

en
si

o
n

al
en

Fl
äc

h
e

o
h

n
e

K
an

te
n

fü
h

rt
.

Im
Fo

lg
en

d
en

n
eh

m
en

w
ir

ei
n

se
p

ar
ab

le
s

u
n

d
in

te
g
ra

b
le

s
Sy

st
em

an
,

d
.h

.
d

ie
H

am
il

to
n

-
Ja

co
b

i-
D

iff
er

en
ti

al
g
le

ic
h

u
n

g
h

at
g
lo

b
al

e
Lö

su
n

g
en

.
So

m
it

is
t

d
ie
N

-d
im

en
si

o
n

al
e

Fl
äc

h
e

ei
n

in
va

ri
an

te
r

T
o
ru

s.

D
efi

n
it

io
n

d
es

M
as

lo
v

-I
n

d
ex

A
u

f
d

em
q

-Z
w

ei
g

sc
h

re
ib

en
w

ir
σ
q
(x
),

au
f

d
em
p

-Z
w

ei
g

g
il

t

σ
p
=
σ
q
(x
)
−

sg
n

(
∂p

`

∂q
m

)
,

sg
n

(
∂p

`

∂q
m

)
≡

N ∑ i

si
g
n
(λ
i)
,

w
o
b

ei
λ i

d
ie

E
ig

en
w

er
te

d
er

M
at

ri
x
∂p

`
/∂
q m

si
n

d
.
E
s

g
ib

t
N

u
n

ab
h

än
g
ig

e
W

eg
e
C
k

au
f

d
em

in
va

ri
an

te
n

T
o
ru

s,
d

ie
se

en
ts

p
re

ch
en

je
d

o
ch

k
ei

n
en

p
h

ys
ik

al
is

ch
en

B
ah

n
en

.A
u

sg
ed

rü
ck

t
in

d
en

W
ir

k
u

n
g
s-

W
in

k
el

va
ri

ab
le

n
er

h
al

te
n

w
ir

I k
=
1 2π
[ S
(q
)]
C
k
=
1 2π

∮ C
k

p
d
q
,

α
k
=
1 2
[ σ
q
] C
k
,

w
o
b

ei
w

ir
al

le
G

rö
ß

en
b

el
ie

b
ig

w
äh

le
n

,m
it

A
u

sn
ah

m
e

ei
n

es
fe

st
en

W
in

k
el

s
ϕ
k
.D

ie
G

rö
ß

e
α
k

en
ts

p
ri

ch
t

h
ie

rb
ei

d
em

M
a

sl
ov

-I
n

d
ex

.

D
ie

lo
k
al

e
W

el
le

n
fu

n
k
ti

o
n

w
ir

d
d

efi
n

ie
rt

al
s

ψ
(q
,R
)
=
  B
(q
)e

i(
S(
q
)/
�
−σ
q
π
/4
) ,
q
∈
R

0,
so

n
st

.

u
n

d
au

f
d

em
p

-Z
w

ei
g

ψ
(p
,R
)
=

1
(2
π
�
)N
/2

∫
d
N
qψ
(q
,R
)e
−i
p
·q
/�

=
  B
(p
)e

i(
S(
p
)/
�
−σ
p
π
/4
) ,
p
∈
R

0,
so

n
st

.

72
20

15
-0

5-
0

7

D
is

s
ip

a
t

iv
e

S
y

s
t

e
m

e
|1

ñ
„N

eu
e“

Q
u

an
te

n
m

ec
h

an
ik

:S
ch

rö
d

in
ge

rg
le

ic
h

u
n

g
H
ψ
=
E
ψ

li
ef

er
t

k
o
rr

ek
te

Er
ge

b
-

n
is

se
,a

b
er

o
h

n
e

je
d

en
B

ez
u

g
z
u

k
la

ss
is

ch
en

B
ah

n
en

o
d

er
k
la

ss
is

ch
e

D
yn

am
ik

.

ñ
„A

lt
e“

Q
u

an
te

n
m

ec
h

an
ik

ge
ri

et
la

n
ge

Z
ei

t
in

V
er

ge
ss

en
h

ei
t.

Fr
ag

e:
G

ib
t

es
C

h
ao

s
au

ch
in

Q
u

an
te

n
sy

st
em

en
?

20
15

-0
1-

0
8

4
1



K
o

n
s
e

r
v

a
t

iv
e

S
y

s
t

e
m

e
|2

C
1

C
2

ñ
2
4

U
n

ab
h

än
g
ig

en
K

u
rv

en
C
1

u
n

d
C
2

au
f

ein
em

T
o
ru

s.

m
it

S̄(p
)=

S(q)−
p
q
,
B̄
(p
)=

B
(q)

√
∣∣∣

dpdq ∣∣∣
,
σ
p =

σ
q −

sig
n (

dpdq

)

So
m

it
b

etrach
ten

w
ir

d
ie

W
ellen

fu
n

k
tio

n
als

Fu
n

k
tio

n
d

er
P
h

asen
rau

m
p

u
n

k
te
x

d
er

k
lassi-

sch
en

K
u

rvenC
.Im

Falle
ein

es
T

o
ru

s
sin

d
d

iese
in

A
b

b
ild

u
n

g
24

d
argestellt.Z

u
sam

m
en

setz
en

d
er

sem
ik

lassisch
en

W
ellen

fu
n

k
tio

n
ein

er
k
lassisch

en
K

u
rveC

erfo
lg

t
g
em

äß
:

1.
ψ
q (x
)=

ψ
(q,R

)
au

f
d

em
q

-Z
w

eig

2.
ψ
p (x
)=

ψ̄
(p
,R̄
)

au
f

d
em
p

-Z
w

eig

3.
ψ

,ψ̄
tran

sfo
rm

ieren
g
em

äß
(∗
)

4
.

D
ie

g
esch

lo
ssen

en
K

u
rven

ψ
q (x
)

u
n

d
ψ
p (x
)

m
ü

ssen
ein

d
eu

tig
sein

u
n

d
liefern

d
ie

g
lo

b
ale

W
ellen

fu
n

k
tio

n
.D

arau
s

erh
alten

w
ir

d
ie

Q
u

an
tisieru

n
g
sb

ed
in

g
u

n
g
.

[S
q ]
�
−
[σ

q ] π4
=
2π
n

D
efi

n
iere

d
ie

Fu
n

k
tio

n

I≡
[S
q ]
2π

=
(n
+
α4 )

�
,
α
=

0

R
o
tatio

n

2
V

ib
ratio

n
(Lib

ratio
n

)
,
n
=
0,1,2,...

w
as

g
erad

e
d

er
T

oru
sq

u
a

n
tisieru

n
g

en
tsp

rich
t.

2
.2

.2
.2

V
erallg

em
ein

eru
n

g
au

f
m

eh
rd

im
en

sio
n

ale
in

teg
rab

le
Sy

stem
e

W
ir

verw
en

d
en

d
en

A
n

satz

ψ
(q
)=

A
(q
)e

iS(q
)/�.

D
ieser

fü
h

rt
au

f
d

ie
H

am
ilto

n
-Jaco

b
i-D

iff
eren

tialg
leich

u
n

g
fü

r
�
→
0

H
(q
,∇

q S)−
E
=
0,

p
=
∇
q S(q

).

20
15-0

5-0
7

71



2.
2

|
S

e
m

ik
l

a
s
s
is

c
h

e
T

h
e

o
r

ie
n

D

C

D

C

D

C

q

p

ñ
2
3

F
ü

r
ei

n
e

R
o
ta

ti
o
n

is
t
[σ
]
=
0

u
n

d
d

am
it

au
ch
α
=
0.

D
ie

M
as

lo
v-

In
d

ex
-F

u
n

k
ti

o
n

d
ie

n
t

z
u

r
B

u
ch

fü
h

ru
n

g
ü

b
er

d
ie

Ph
as

en
d

er
W

el
le

n
fu

n
k
ti

o
n

b
ei

m
B

il
d

w
ec

h
se

l.
D

er
M

a
sl

ov
-I

n
d

ex
is

t

α
≡
[σ
]
2

w
o
b

ei
[σ
]

d
ie

Ä
n

d
er

u
n

g
vo

n
σ

in
ei

n
em

U
m

la
u

f
d

ar
st

el
lt

.
Fü

r
ei

n
en

O
sz

il
la

to
r

(V
ib

ra
ti

o
n

,
Li

b
ra

ti
o
n

)
g
il

t
[σ
]
=
4
,
α
=
2

u
n

d
im

Fa
ll

d
er

R
o
ta

ti
o
n

[σ
]
=
0
,
α
=
0
.

D
efi

n
ie

re
d

ie
lo

k
al

e
se

m
ik

la
ss

is
ch

e
W

el
le

n
fu

n
k
ti

o
n

ψ
(q
,R
)
=
  B
(q
)e

i[
S(
q)
/�
−σ

q
π
/4
]
q
∈
R

0
so

n
st

H
ie

rb
ei

en
ts

p
ri

ch
t
R

ei
n

em
b

eg
re

n
z
te

n
B

er
ei

ch
im
q-

R
au

m
(z

.B
.e

in
Z

w
ei

g)
.T

ra
n

sf
o
rm

at
io

n
in

d
en

Im
p

u
ls

ra
u

m
er

fo
lg

t
d

u
rc

h
Fo

u
ri

er
-T

ra
n

sf
o
rm

at
io

n
.

ψ̄
(p
,R̄
)
≈

1
√ 2
π
�

∫ R
d
q
B
(q
)e

i[
S(
q)
/�
−σ

q
π
/4
−q
p
/�
]

D
er

In
te

gr
an

d
o
sz

il
li

er
t

st
ar

k
in
q

au
ß

er
w

en
n
p
=

d
S/

d
q

(s
ta

ti
o
n

är
e

P
h

as
e)

.B
er

ec
h

n
en

w
ir

al
so

d
as

In
te

g
ra

l
in

st
at

io
n

är
er

P
h

as
en

ap
p

ro
xi

m
at

io
n

.

S
≈
S 0
+

d
S

d
q ︸︷︷
︸

p

(q
−
q 0
)
+
1 2

d
2
S

d
q2
(q
−
q 0
)2

ψ̄
(p
,R̄
)
=
  B̄
(p
)e

i[
S̄(
p
)/
�
−σ

p
π
/4
]
p
∈
R̄

0
so

n
st

(∗
)

70
20

15
-0

4
-3

0

K
o

n
s
e

r
v

a
t

iv
e

S
y

s
t

e
m

e
|2

2
K

o
n

se
rv

at
iv

e
Sy

st
em

e

2
.1

K
la

ss
is

ch
es

C
h

ao
s

W
ir

st
ar

te
n

m
it

ei
n

er
W

ie
d

er
h

o
lu

n
g

d
er

k
la

ss
is

ch
en

M
ec

h
an

ik
.

D
ie

La
g
ra

n
g
ef

u
n

k
ti

o
n

la
u

te
t

L
=
L(
q i
,q̇
i,
t)
=
T
−
V

m
it

d
en

g
en

er
al

is
ie

rt
en

K
o
o
rd

in
at

en
q i

,
w

el
ch

e
d

ie
Z

w
an

g
sb

ed
in

g
u

n
g
en

b
ei

n
h

al
te

n
.

D
ie

Eu
le

r-
La

g
ra

n
g
e-

G
le

ic
h

u
n

g
la

u
te

t
d d
t
∂L ∂q̇
i
=
∂L ∂q
i

D
ie

s
is

t
äq

u
iv

al
en

t
z
u

r
H

am
il

to
n

fu
n

k
ti

o
n

u
n

d
d

en
H

am
il

to
n

sc
h

en
G

le
ic

h
u

n
g
en

:

p
i
=
∂L ∂q̇
i
,

k
an

o
n

is
ch

e
Im

p
u

ls
e

H
=
∑ i

p
iq̇
i
−
L

ṗ
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Ĵ 1
−
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1

si
n
2
(θ̂
1
+
θ̂ 2
)
+
(Ĵ
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(Ĵ,θ̂

),so
d

ass
(b

is
au

f
T

erm
e

d
er

O
rd

n
u

n
g

ε
2)

d
ie

n
eu

e
H

am
ilto

n
fu

n
k
tio

n
n

u
r

vo
n

d
en

n
eu

en
W

irk
u

n
g
s-V

ariab
len

ab
h

än
g
t:H

(J,θ
)→

Ĥ
(Ĵ)+

O
(ε
2).

Fo
u

rieren
tw

ick
lu

n
g

d
er

Stö
ru

n
g
:

H
1 (J,θ

)=
∑m
≠
0 H

1,m
(J)e

im
·θ
,

m
it
m
∈
Z
N,m

·
θ
=

N∑i=
1 m

i θ
i

A
n

satz
fü

r
Erz

eu
g
en

d
e

ein
er

k
an

o
n

isch
en

T
ran

sfo
rm

atio
n

:

S(Ĵ,θ
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(Ĵ)e

im
·θ+

ε
∑m
≠
0 H

1,m
(Ĵ)e
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