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DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG FUR FUNKTIONEN EINER VERANDERLICHEN

DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG FUR FUNK-
TIONEN EINER VERANDERLICHEN

Differential- und Integralrechnung werden unter dem Begriff Infinitesimalrechnung zu-
sammengefasst und bilden einen wichtigen Bestandteil der Analysis.

1.1 Differentialrechnung

1.1.1 Notwendigkeit und Definition der Ableitung
a) Beispiel
Wir betrachten eine Trajektorie eines Teilchens liber einen gewissen Zeitraum. Aus den

gesammelten Daten erstellen wir ein Ort-Zeit-Diagramm x (t) des Teilchens. Wie schnell
war das Teilchen?

X(t‘,) 2 I L I I LI
x(ty) — x(ty)
X(ty) f--- - - | x(ts) — x(to)
|
| X
X(t()) t y t y t 4
to (] o t* t3 by ts

Wir ermitteln die Durchschnittsgeschwindigkeit:

x(ts5) — x (o)

1.1a
P— (1.12)

T =
Um zu erfahren, wie schnell das Teilchen zur Zeit t* war verkleinern wir die Steigungs-
dreiecke:

—_ x(ty) — x(ty)

U _ x(t3) —x(t2)
ty -t

UV, = —————=~ .1b
, U2 Pa— (1.1b)

Die Gleichungen (1.1a) und (1.1b) haben die Form

— x(t +At) —x(t)

V¢ AL (1.2a)

1



1.1 DIFFERENTIALRECHNUNG

Wollen wir die Momentangeschwindigkeit wissen, miissen wir den (zeitlichen) Abstand
zwischen beiden Punkten gegen 0O gehen lassen.
o x(t* + AE) - x(t*)

Vex = lim
At-0 At

(1.2b)

b) Definition

Die Ableitung beschreibt, wie sich eine Funktion f(x) in Abhadngigkeit von ihrem Argu-
ment x dndert. Sie ist Giber den Differentialquotient

daf _ d iy e SO+ AX) - f(x)
dx ~ dxf(x) =100 = lim, Ax (1:3)
definiert. Die Funktion f(x) heilt differenzierbar, wenn dieser Grenzwert existiert.

y

Als Tangente bezeichnen wir eine Gerade, die die Funktion im Punkt x, bertihrt und
dort die Steigung f’(xo) hat.

c) Hohere Ableitung

Hohere Ableitungen folgen dem gleichen Schema.

Frage: Wie andert sich f’(x) mit x?

Antwort:
d? d d d
dxzf(x) :aaf(x) = af (x)

3 g f 0 AX) = f1(x)
Ax—0 Ax

(1.4Q)

Sofern die Grenzwerte existieren, lassen sich Ableitungen beliebiger Ordnung n bil-
den:

dr - W . SOV (x + Ax) = fF D (x)
dxnf(X) B f (x) (11&1) Al,lxglo AX

(1.4b)



DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG FUR FUNKTIONEN EINER VERANDERLICHEN 1

1.1.2 Wichtige Ableitungen

d

n _ n-1
dxx nx (1.5a)
d ax ax
—e% = qe (1.5b)
dx
iln(ax) = 1 (1.50)
dx X
a4 sin(ax) = a cos(ax) (1.5d)
dx
d .
A cos(ax) = —a sin(ax) (1.5€)

Beispiel fiir eine Funktion, die nicht tiberall differenzierbar ist: f(x) = |x]|
Betrachte x = 0:

lim M = lim M

Ax—0 Ax TAXS0 Ax =1
i A = f©O) _ I -Ax| -0
AX—0 —-Ax Ax—0 -Ax

Das heiBt, der linksseitige und rechtsseitige Grenzwert sind verschieden und somit
existiert die Ableitung nicht im Punkt x = 0. Im Schaubild driickt sich das durch einen
Knick aus.

1.1.3 Differentiationsregeln
a) Produkte von Funktionen

Betrachte f(x) = u(x) v(x):

af _ 4 ey gy SO+ AX) - )
dx dxf(x) B Al,l\'IPO Ax

. Uux+Ax) v(x+Ax) —u(x) v(x)
= lim

Ax—0 AXx

- UX+Ax) vix + Ax)-u(x + Ax) v(x) + u(x + Ax) v(x) —u(x) v(x)
Ax—0 Ax



1.1 DIFFERENTIALRECHNUNG

~lim (u(x + Ax) VO AX) — v () |l +AX) —u(x) v(x))

Ax o Ax
:v'v(x) :'u7(x)
=ux) v'(x)+u'(x) v(x) (1.6)
b) Verkettete Funktionen
Betrachte f(g(x)), fihre ein:
Ag = g(x + Ax) — g(x) (1.7a)

Af wa y, fOx+Ax) - flg(x)
= lim
dx Ax—0 Ax
(1.72) 4. f(g+Ag)_f(g)A_g
B Al}(r?o< Ax Ag)

m (f(g +A9) - f(g) glx +Ax) — g(x>>

%:8 Ag Ax

_im £ *+89) ~ @) | gx +AX) — g(x)
Ag—0 Ag Axao Ax
_ df(g(x)) dg(x)
dg dx

(1.8)

Beispiele:
f(x) = x sin(x)
f'(x) =sin(x) + x cos(x)
glx)=e™
g (x) = -2xe™*

c¢) Quotienten von Funktionen

Quotientenregel:

d f(x) we f(x ) ( 1 >,
dx g(x) g(x g(x)
was f(0) 1,
R T N AT e
_ X)) g(x) - f(x) g'(x)
g(x)?

(1.9)



DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG FUR FUNKTIONEN EINER VERANDERLICHEN

d) Umkehrfunktion

Sei v = f(x). Dann lautet die Umkehrfunktion: x = f~1(y).
d ., . Ax 1 1

= lim — = = 1.10
o IS T I T T o (110)
Zusammenfassung:

Produktregel: d—‘iu(x)v(x) u (x)v(x)+ulx)v'(x)

Kettenregel:  Su(v(x)) = uw'(v(x)v'(x)
i : dux) W 0)ve)-ux)v(x)
Quotientenregel: el V)2

1.2 Integralrechnung

Die Integration ist die Umkehrung der Differentiation.

1.2.1 Motivation und eine mogliche Definition

In Anlehnung an Unterabschnitt 1.1.1: Wieder betrachten wir die Trajektorie eines Teil-
chens liber einen gewissen Zeitraum. Wir kennen dieses Mal die Geschwindigkeit v (t).

Welchen Weg hat das Teilchen aber zuriickgelegt?
Bei der Druchschnittsgeschwindigkeit ist das einfach:

(1.2a) —

As VAL

Was miissen wir betrachten, wenn sich die Geschwindigkeit in Stiicken dndert?
Wir erhalten nur eine stiickweise konstante Geschwindigkeit:

AS = V1AL + VoAb + V3AL3 = zviAti

v(t)
V3 +

v

At At At t

1
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INTEGRALRECHNUNG

Andert sich v stindig, muss At gegen Null gehen. At — dt
Das fuhrt uns auf das infinitesimale Wegelement ds = v (t) dt.
Dies wiederum fiihrt auf die Integration:

ty
As = Jv(t)dt (1.11)

to

Das Integral

b
I=|f(x)dx = J dx f(x) (1.12)

S

ist Uiber einen Grenzwertprozess definiert.
Betrachte dazu:
fx)

&1 & & &4 &s x

Das Intervall a < x < b wird in n kleine Intervalle a < & < & < -+ < &, < b mit
Funktionswerten f(x;) aufgeteilt, wobei &;_; < x; < &;.

Mit diesen Intervallen kann eine Summe geformt werden:

S=> flx)(E &) (1.13)
i=1

Lasst man die Teilintervalle gegen Null gehen (und n — ), erhédlt man das Riemann’sche
Integral:

b n
Jf(x) dx = lim > f(x)Ax, mitAx = b- (1.14)
o i1

Eine Funktion f(x) heilt integrierbar, wenn dieser Grenzwert existiert und eindeutig
ist (unabhangig von der Wahl der x; und &;).



DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG FUR FUNKTIONEN EINER VERANDERLICHEN

Bekannte Interpretation aus der Schule: Flache unter der Kurve:

S(x)

Ax Ax ... X

Eigenschaften des bestimmten Integrals:

b
Jde =0 (1.15a)
If(x) dx =0 (1.15b)
a b
If(x) dx = — Jf(x)dx (1.15¢)
b a
c b c
Jf(x) dx = Jf(x)dx + Jf(x) dx (1.15d)
a a b
b b b
J(af(x)+bg(x))dx=an(x)dx+ng(x)dx (1.15€)

1.2.2 Die Stammfunktion

a) Definition

Betrachte die Funktion F(x) = J f(u)du und deren Ableitung.
a

1

~



INTEGRALRECHNUNG

Betrachte dazu zuerst:

X+Ax X X+Ax

F(x + Ax) = J f(u)du“'1=5‘“Jf(u)duJr J fuw)du

X+Ax
=F(x) + J fu)du (1.16a)
Daraus folgt dann:
X+Ax
F(x + Ax) — F(x) "2 j fu)du (1.16b)
X
und die Ableitung lautet:
iF(x) ~ lim F(x + Ax) — F(x)
dx AX—=0 Ax
X+Ax
| fu)du
9 i
Ax—0 Ax
i) . fOO)Ax
= lim =2 = f(x) (1.17)

Mit diesem Ergebnis definiert man die Stammfunktion oder das unbestimmte Integral:

F(x) = Jf(x) dx (1.18)

F(x) ist immer dann Stammfunktion von f(x), wenn gilt %2 = £(x). Die Funktion

f(x) hat unendlich viele Stammfunktionen, denn wenn F(x) Stammfunktion ist, dann
auch G(x) = F(x) + c.

b) Beziehung zum bestimmten Integral

Notation:

b
Jf(x) dx = F(b) — F(a) = [F(x)]2 = F(x) !



DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG FUR FUNKTIONEN EINER VERANDERLICHEN 1

c) Wichtige Stammfunktionen

Jadx =ax+c (1.20a)
Iax” dx = x™1! 4 ¢ (1.20b)

n+1
Je“" dx = le“" +cC (1.200)

a

J % dx =aln(x) +c¢ (1.20d)
Jacos(bx) dx = % sin(bx) + ¢ (1.20e)
Ia sin(bx) dx = 7% cos(bx) + ¢ (1.20f)

1.2.3 Integrationsregeln

Integrale konnen schnell kompliziert werden. Die beiden folgenden Regeln kénnen hel-
fen, das Integral zu vereinfachen um es so besser zu berechnen.

a) Substitution

Beispiel 1:
1= J ﬁ dx wird substituiert durch die Regel y = arcsin(x), x = sin(y).

Wir wissen, dass g—§ = cos(y), also dx = cos(y)dy

I =J cos(y) dy

\J1 = sin(y)

= J dy =y + ¢ = arcsin(x) + ¢ (1.21)

9
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INTEGRALRECHNUNG

Beispiel 2:
Wichtig ist, die Grenzen auch zu substituieren.

X1

I= J x exp(ax?) dx
X0

‘xzzu:x:\/ﬁ, %:wadx du

dx T2x 2u

du

= [ Vuexp(au) N

X0

2

= % J exp(au) du
xj

2
X1

= iex (au)
=22 P 3
X1

— 1 2
=54 exp(ax®)

X0

Formale Regel der Integration durch Substitution:

b gt
[avron = | axgeos@on
2 y=9g(x)

g~1(a)

b) Partielle Integration

Formale Regel der partiellen Integration:
b b
[ rre0ge0dx = feogeoll - [ reog o ax
a a

Herleitung:
Fg60 = (g0 ax
= I(f’(xm(x) +f(x)g' (x)) dx
= Jf’(xm(x) dx + Jf(xm’(x) dx

[ Feogmax = engeo - [ Foog o ax

du

(1.22)

(1.23)

‘— Jf(x)g’(X) dx



DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHNUNG FUR FUNKTIONEN EINER VERANDERLICHEN

Beispiele:

1
Jlnxdx= 1l Inx=xhx-| x — dx
f1(x) g(x) f(x) g(x) fix) X
g’ (x)

xInx-x+c¢

J x sinxdx = x (—cosx) + 1 cosxdx
fx) g’ (x) fx) gx) fr(x) g(x)

= —XCOSX + Sinx + ¢

11
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POTENZREIHENENTWICKLUNG 2

POTENZREITHENENTWICKLUNG

Als Potenzreihe bezeichnet man eine unendliche konvergente Reihe der Form

D an(x = xo)".

n=1

2.1 Bedeutung in der Physik

Potenzreihen sind ein wichtiges Naherungsverfahren in der Physik. Sie kommen immer
zur Anwendung, wenn eine Funktion f(x) nur in einer kleinen Umgebung um einen
Punkt x, ausgewertet werden muss.

Beispiel: Eine Masse schwingt um das Minimum eines komplizierten Potentials. Wie lau-
tet die Schwingungsfrequenz? Zur Beantwortung dieser Frage reicht es aus, die Funkti-
on v (x) in der Ndhe des Minimums zu kennen. Anndherung durch z.B. eine Parabel:

v(x)

X0 X
Was wird durch Potenzreihen einfacher?
Sei die Funktion f(x) beliebig kompliziert.

Potenzreihe:

fr(x) = ag + ay(x — xo) + az(x — x0)? + az(x — x0)> + ... + aj(x — x0)/ +

Z An(x = xo)" (2.1)



2.2 TAYLORREIHE

Oft reicht es fir eine lokale Umgebung von x, (x — X, ist klein), niedrige Potenzen zu
betrachten:

fra2(x) =ap+ a(x —x¢) +ax(x — Xo)? (quadratische Naherung)

Jfr2(x) ist meist wesentlich einfacher und macht das Integrieren, Losen von Differenti-
algleichungen, etc. einfacher oder tiberhaupt erst moglich.

2.2 Taylorreihe

Wie sieht eine Potenzreihe fp(x) einer Funktionf(x) um x = x, aus?
Fr0) E S an(x - xo)"
n=0
Setze x = xy. Aus der Forderung f (xo) = fr(xo) und aus fp(xg) = ao + 0 folgt:
ao = f(xo) (2.2a)

Es muss auch gelten f'(x¢) = fp(xo):

©

Fr(x) =D ann(x —xo)"!

n=1
fr(xo) = ar = f'(x0) (2.2b)

Weiterhin:

P(x) =D apn(n—1) (x —xo)"?
n=2

(x0) = 2az = £ (xo)

oder a, = %f”(xo) (2.20)

Fortsetzen des Verfahrens fiithrt auf die Formel von Taylor:

©

Fre) = 3 - F () (x = x0)" (2.3)

n=0 """

Anmerkungen:

» Hier wurde vorrausgesetzt, dass die Potenzreihe existiert und f(x) beliebig oft
differenzierbar ist.

» Eine Potenzreihe muss nicht immer konvergieren. Meist ist die Konvergenz nur
innerhalb eines Konvergenzradius gegeben, d.h. fir |x — xo| < 7.

» Eine Taylorreihe mit xo = 0 heilkt McLaurin-Reihe.



2.3 Beispiele

f(x) =1
Sfx) = 1T—x Xo=0
’ _ 1 " — 2_
f(x)—i(l_x)z, f(x)_(l—x)3’
oder f™ (x) = ﬁ f™(x0) = n!
Taylorreihe:
w =0 w
1 1 ~“~n n
T~ =n§ = x0) —ngox

Konvergiert fir |x| < 1 — geometrische Reihe!

f(x)=e*, x0=0
SMx)=e*, fM(x) =1

Taylorreihe:
= XM

X -

e g p
Konvergiert fir x € R
Weitere Beispiele:

x2n+1
- eR
sin(x) = Z( 1) G X

n=0

xZn

go(—n" Gor X eR

cos(x) =

oo

In(1 + x) z

x"
I —1<x<1

POTENZREIHENENTWICKLUNG

_6
(1-x)*

fr(x) =

(2.4)

(2.5)

(2.6)

(2.7)

(2.8)
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0-FUNKTION

J-FUNKTION

Die 6-Funktion ist eigentlich gar keine Funktion, sondern eine spezielle irreguldre Dis-
tribution mit kompaktem Trager, die in der Mathematik und Physik von grundlegender
Bedeutung ist.

3.1 Auftreten und Definition

Die Dirac’sche-§-Funktion hat viele Anwendungen in der Physik, z.B.
» HilfsgroRe beim Rechnen, vgl. Abschnitt 5.5
» Beschreibung von StoRen
» In Pseudo-Potentialen in der Quantenmechanik

Sie ist definiert tiber

f(xo) fallsa<xo<b

b
Jf(x)é(x - xp)dx = «: (3.1)

0 sonst
0(x —xp) =0, falls x + xo.
und sie ergibt erst in Zusammenhang mit einer Funktion f(x) einen Sinn.

Die 6-Funktion ist trotz ihres Namens keine Funktion sondern eine Distribution. Distri-
butionen sind stetige, lineare Funktionale auf dem Raum D der Testfunktion, das heilt
sie sind Abbildungen:

T:D~-R; af +Bg~T(af+Bg)=aT(f)+BT(g) €R (3.2)

Dabei enthélt D die Funktion f, deren Trager kompakt ist und die beliebig oft differen-
zierbar sind (f € C®).

Zusammenhang mit der §-Funktion: Ts(f) = [ f(x)5(x —xo) dx = f(x0), das heilt die
Funktion f wird abgebildet auf ihren Wert bei x = xo.

2
S5



3.2 APPROXIMATION DER O-FUNKTION

3.2 Approximation der §-Funktion

Die §-Funktion lasst sich nur tiber (3.1) angeben. Man kann keine explizite Funktion
nennen. Es gibt aber Approximationen, zum Beispiel:

1 1
n falls - — <x < —
Sn(x) = 2n 2n (3.32)
0 sonst
_ N e
Sn(x) = ﬁe (3.3b)
n 1
On(x) = E m (3.30)
sin(nx
Sulx) = SO (3.30)
Fir alle Funktionen gilt:
lim 5,,(0) — oo
lim Sn(x=0)—-0 (3-4)

Die Grenzwerte existieren also nicht fiir x = 0. Trotzdem kann man sie als Approxima-
tion der 6-Funktion verstehen in dem Sinn, dass
xXp+éE
}l@}o J f(x)0n(x —x0)dx = f(x0) (3.5)

X0—¢&
BEWEIS fiir (3.3a):

Seia > 7
xo+a
yllizgo J f(x)0,(x)dx
xo-a
X0+ 2

(3.39) 1. T BN 1
) ,I}I?o J nf(x)dx’}[lf{lon(F(onrgn) F(xo Zn))

o (Pl D =F(-3)

=" lim p = F'(x0) = f(x0)

S[=

Oft schreibt man: yllif?o On(x) =0(x).

Aber Vorsicht: Das setzt die Vertauschbarkeit von Integration und Grenzwert in (3.5)
vorraus! Der Grenzwert existiert aber nicht fiir x = 0! Diese Schreibweise darf nicht
wortlich genommen werden. Sie steht symbolisch fiir (3.5).



O-FUNKTION 3

Visualisierung der Approximation %e*”xz mitn € {1,3,6}:

y

3.3 Eigenschaften der §-Funktion

J S5(x) dx & (3.6)

J 5() F(x) dx 2 £(0) (3.7)

5(x)x =0 (3.8)
BEWEIS:

J 500 Fx)xdx 2 0£(0) = 0

= T dx 0 £(0)

1
Bla(e)) =2 1]

S(x = xp), (3.9

wobei die x, alle (einfachen) Nullstellen von g(x) sind.
Insbesondere folgt aus (3.9):

Firg(x) = -x

5(=x) = 8(x) (3.10)
Fir g(x) = bx
§(bx) = i6(x) (3.11)

|l

19



3.4 ‘ BEISPIELE FUR DIE ANWENDUNG DER 0-FUNKTION

3.4 Beispiele fiir die Anwendung der §-Funktion

[ £ G0 =1) = 60e 41 dax = F0) - £
- 2
szé(x —dx =1
1
2
Ixzé(erZ)dx:O
T
J e XS(x —y)dx =e’

—00

oo

j FOO8(x - x0) dx = f(x0)

J 3x%8(x +2)dx =12

(3.12a)

(3.12b)

(3.120)

(3.12d)

(3.12¢)

(3.12f)



KOMPLEXE ZAHLEN

KOMPLEXE ZAHLEN

Die komplexen Zahlen sind eine Erweiterung der reellen Zahlen. Die Konstruktion er-
folgt durch C = R X R.

4.1 Notwendigkeit und Darstellung

4.1.1 Einfiihrung

Hat die Gleichung
z2=-1 (4.1)
eine Losung?

Nicht fiir z € R, aber es kann sinnvoll sein, solche Gleichungen trotzdem zu losen,
deshalb erweitern wir die bisher verwendeten reellen Zahlen:

i?=-1 (4.2)
Damit hat die Gleichung (4.1) zwei Losungen:
zZ1=1, 2 =—1 (4.3)
i wird auch als imagincire Einheit bezeichnet.
Eine komplexe Zahl wird dann geschrieben als:
z=x+1y (4.4)
wobei z € C eine komplexe Zahl bezeichnet.
» X € R — Realteil von z (auch Re(z) oder R(z))
» ¥ € R — Imagindirteil von z (auch Im(z) oder 1(z))
Beispiele fiir komplexe Losungen:

z2=-4,z=+2i
z>—4z+29=0

4+J16-4-29 4=+-100 V100 i
Z1p = 5 = : =2+



4.1 NOTWENDIGKEIT UND DARSTELLUNG

4.1.2 Polare Darstellung

Reelle Zahlen kénnen auf einer Achse dargestellt werden.

Fir komplexe Zahlen benoétigt man entsprechend Gleichung (4.4) zwei reelle Achsen.
Sie werden in der komplexen Zahlenebene oder Gauf3’schen Ebene dargestellt.

v = Im(z)

Xo x = Re(z)

]

Man sieht, dass jede komplexe Zahl eindeutig durch den Betrag

¥ =zl = X2 + y2 = {[Re(2)? + Im(2)? (4.52)
und durch das Argument oder die Phase

@ = arctan (%) = arctan ( Eﬁg;)

(4.5b)

beschrieben werden kann. Diese Art der Darstellung wird Polar-Darstellung genannt.

Umrechnung:
Re(z) = x = r cos(p) (4.6a)
Im(z) = y = v sin(p) (4.6b)
oder:
z =rcos(®) +irsin(p) = r(cos(p) + isin(p)) (4.60)
—_—

X y

N
N



KOMPLEXE ZAHLEN

Bemerkung: Sollte das Argument im Gradmal gefragt sein, dann kann man zur Um-
rechnung die Beziehung

180° 2 1t

verwenden. Aus dieser lassen sich die Umrechnungsformeln herleiten

Pde, B o
Prad = 186% T, Qdeg € [0°,360°)
Paes = 22180°, @raa € [0,211)

Beispiel: —60° im BogenmaR.

_-60° 1
Qrad = 180° = 3
oder man verwendet —60° 2 300°:

_300° _— En
QPrad = 180° = 3
Es handelt sich in beiden Féllen um den gleichen Winkel, allerdings von zwei verschie-
denen Richtungen aus abgemessen.

4.1.3 Euler-Form

Die Schreibweise (4.6¢) fiihrt auf eine weitere Darstellung:

2“9y cos(@) + ir sin(p)

=r(cos(p) + Lsm((p))
(2.6) n 2n+1
(z(“.zp ﬂz( el <2n+1)'>

(2.7) n=0
—_—

3 *© (i(p)Zn * (l'(p)ZnJrl
- (nzo @y EO (2n + 1)!)

o i p
- Z (l:') - rel®

n=0

4

N
w



RECHNEN MIT KOMPLEXEN ZAHLEN

Wir halten also fest:

z=Xx+1y
=r(cos() + isin(g))

=rel®

Der letzte Term heilt Euler-Darstellung.

4.2 Rechnen mit komplexen Zahlen

» Gleichheit zweier komplexer Zahlen

zZ1 =2 = x1 =x;und y; = >

» Addition und Subtraktion

Z1+ 2o =X1 + 1Y+ X0 + 1Yo

= (x1 +x2) + (V1 + 2)
Z1— 2 = (X1 —x2) + ()1 — 2)

» Multiplikation
z1 -2 = (X1 +iy1) (X2 +12)
= X1X2 + ix1y2 + ix2y1 — Y12
= (X1X2 — Y1)2) + i(X1)2 + X2)1)
oder mit:
z1 = ri(cos(@y) + isin(y)) = re' !
zy = r2(cos(@y) + isin(@y)) = re'??

Z1 -2y =11 ei(‘P1+W2)

=nr2(cos(@; + @2) + isin(py + @2))

(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

Argumente addiert.

Merke: Bei der Multiplikation werden die Betrdge multipliziert und die

» Komplexe Konjugation

Z=x+1iy=x—-1y

(4.11)

Z heilt zu z komplex konjugiert. Die beiden Zahlen unterscheiden sich nur im

Vorzeichen des Imaginarteils.



KOMPLEXE ZAHLEN

Dafiir gelten folgende Regeln:

Z+Z=x+1iy+x -1y =x+x =2 Re(z) (4.12a)
z-Z=x+1iy—-x+iy=1iy+iy=2i Im(z) (4.12b)
z-Z=(x+1y)(x—iy)=x> -’y  =x>+y> =% = |z|? (4.12¢)

|z]? heilt auch Betragsquadrat.

Zitz=Z1+22 (4.12d)
Z1 22=21"22 (4.12¢)

—ga2d) .

zZ1+ iz a1z )21 - iz (4.12f)

(4.12e)

» Division zweier komplexer Zahlen:

zr _xi+iy a4+ iy)(xe —iye) _ XiXe + Y1) + 1001 — X15)

z  Xo+iye X5+ 3 X3+ Vi
2122
=== (4.132)
|z>]
z e
21 _ e N uei-e2) (4.13b)

p4) 1 et 1§

Man spricht vom , Erweitern mit dem komplex Konjugierten“, oder vom ,Nenner
reell umschreiben®.

4.3 Funktionen mit komplexen Zahlen

Funktionen mit komplexen Zahlen konnen tiber eine Potenzeihe definiert werden —
vgl. die Exponentialfunktion in Unterabschnitt 4.1.3. Ableitungen kénnen wir analog
der Ableitung reeller Funktionen definieren (siehe Kapitel 1)

d n _ n-1

dzZ =nz (4.14)
d . o i o B

daz ¢ " Zn Z‘ 71)'

n

z

n=0
1
i M= (4.15)

I
HMS Q-‘Q_‘

Auf diese Art erhélt man fir die elementaren Funktionen die gleichen Ableitungen, wie
im Reellen.

4



4.3 FUNKTIONEN MIT KOMPLEXEN ZAHLEN

4.3.1 Exponentialfunktion

Die Exponentialfunktion ist bereits bekannt aus Unterabschnitt 4.1.3.
Ein paar Eigenschaften und Beziehungen:
e% = XTI = X oY =y o (4.16a)
-
=7

x: Realteil bestimmt den Betrag |e?| = e*
v: Imagindrteil bestimmt das Argument arg(e®) = y

Betrachte nun den Spezialfall:

e mitp €R

[ei?] = \eiv e-iv = \eile-9) =1

e'? liegt auf dem Einheitskreis

eirr =_1 (4-17)

4.3.2 Trigonometrische Funktionen

Mit (4.7) lassen sich ganz einfach die komplexen trigonometrischen Funktionen einfiih-

ren:
1 iz —iz
cos(z) = 5 (e +e ) (4.18a)
: 1 iz —iz
sin(z) = 2 (e —e ) (4.18b)
tan(z) = ~ & ¢~ (4.180)

i eiz+eiz



4.3.3 Hyperbelfunktionen

Mit (4.18a), (4.18b) und (4.18c) sieht man sofort:

i) (@183 l -z zy _ l z -z
cos(iz) "= 2(@ +e%) = 2(@ +e7 %)
= cosh(z)
in(i (4'1_8b)l -z _ ,z =i z _ ,-z
sin(iz) “= > (e e?) > (e —e™?)
=i sinh(z)
weiterhin:
_ sinh(z)
tanh(z) = cosh(z)
_ cosh(z)
coth(z) = sinh(z)
Beispiele:

e? +e7 = ¥tV 4 gxtiy
— ex+iy + ex+iy
— ex+iy + ex—iy
= e~ (e"y + e’iy)

= 2e* cos(y)

e +e 2z = ex+iy + e—xﬂ'y

= 2" cosh(x)

cos(x) sin(x) = 4% (e“" + e""") (e“" - e’“")
_ 4% (eiZu _ e—isz)
1 .
=5 sin(2x)

KOMPLEXE ZAHLEN

(4.10a)

(4.19b)

(4.190)

(4.19d)

Mit Hilfe der komplexen Darstellungen (4.18a), (4.18b) und (4.18c¢) lassen sich leicht die

Additionstheoreme der trigonometrischen Funktionen beweisen.

N
~

4



4.4

MEHRDEUTIGE LOSUNGEN
4.4 Mehrdeutige Losungen

4.4.1 Wurzeln

Wir wissen bereits

hat zwei Losungen

z==i

Wie sieht das fiir z3 = 1 aus?
Behauptung: Die Losungen sind:
L 21T .
z1=1, zy=e'73, z3=e'3
21T . .
23 =1, zZ3=elFT 3 =eT=1, 23 =elF Y =T
Woher kommt das?

Wir kénnen jede komplexe Zahl schreiben als

Die gleiche Zahl wird auch beschrieben durch

D e
w4y eilor2km - peyg

Die Gleichung z" = w = 7 e!® = ¥ ¢!@+2k™) hat die Losungen

1 . 2k
Zpn=wn = W@”%*T")

Das ergibt n verschiedene Losungen, z.B.
k=0,1,2,....,.n—-1
Weiteres Beispiel:

zt=1

Losungen: zy =1, zo=-1, 23 =1, 24 = —1

(4.1)

(4.3)

(4.20)

(4.212)

(4.21b)



KOMPLEXE ZAHLEN 4

4.4.2 Logarithmus

Auch die Loésung von
ef=w (4.22)
hat wegen der Vieldeutigkeit von (4.20) mehr als eine Losung, namlich:
z =In(w) “2” 1In (1" ei(“’*z"")) =i(@ + 2km) + In(r)
= i@+ i2km +In(r) (4.23)
Der Logarithmus hat unendlich viele Losungen.

Den Teil In(w) = In(¥) + i mit 0 < @ < 27 nennt man Hauptwert.

In(e) =1+ i2kTT Hauptwert: 1 (4.244a)
In(1) =0+ i2kTr Hauptwert: 0 (4.24b)
In(i) =ln (ei%) = i% + i2kTT Hauptwert: i% (4.24¢€)
In(-1) =ln (ei") =i+ i2kTT Hauptwert: i1t (4.24d)

4.5 Riemannsche Blitter

Wir betrachten z2 = w fiir w = rei?. Nach (4.21a) und (4.21b) gilt:
zi=Jret
2, = J7 il %+7) (4.25)

Im(z)

Re(z) . Re(w)

k 2>

Die ,,obere“ z-Ebene (Im(z) > 0) reicht aus, um tber (4.25) jeden Punkt auf der w-Ebene
zu erreichen. Das gleiche gilt fiir die ,untere“ z-Ebene.

Kreis v =const. 0 < @ <21

Damit die Zuordnung trotzdem eindeutig ist, fiihrt man Riemannsche Bldtter ein.

29



4.5 ' RIEMANNSCHE BLATTER

30

v Im(z)/_\ Im(w) Im(w) ‘
7 7 N
Re(z) Re(w) Re(w)
N\ 77 NN
\M 2. Blatt
Anmerkungen:

>

Die Aufteilung obere/untere Halfte ist willkiirlich. Man kann auch andere Auftei-

lungen vornehmen.

Die getrennte Zeichung oben ist nicht vollstandig. Die Bladtter liegen eigentlich
Ubereinander und sind in einem Schnitt verbunden: Riemannsche Fldche.

Fiir w = 0 gibt es nur eine Losung z; = z, = 0. An solchen Punkten stoRen die
Blatter immer aufeinander. w = 0 heillt Verzweigungspunkt und liegt auf beiden

Blattern.

Die n-te Wurzel benétigt n Blatter

Der Logarithmus benotigt unendlich viele Blatter.



GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

Eine Differentialgleichung ist eine Gleichung einer gesuchten Funktion y(x;), die von
einem oder mehreren x; abhdngt und ihre eigenen Ableitungen enthadlt. Sie driickt ei-
ne Abhéngigkeit zwischen den Variablen x;, der Funktion y und Ableitungen dieser
Funktion aus.

5.1 Motivation mit Beispielen aus der Physik

Newtonsche Bewegungsgleichung:
dp konst.lMassL‘ 2

dt = mﬁx=mx=F

Bsp: homogenes Gravitationsfeld

F=-mg

d2
mﬁx(t) =-mg (5.2a)
Losung:

x(t) = f%gtz + Vot + X0 (5.2b)

Uber den radioaktiven Zerfall ist bekannt, dass die Anzahl der pro Zeitintervall zerfal-
lenden Teilchen proportional zur Teilchenzahl N ist:

d .
EN(t) = N(t) = -T N(t) (5.3a)
Losung:

N(t) = NoeT! (5.3b)

Wie findet man die Losungen? Das wird im Folgenden besprochen.

5
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5.3 DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1. ORDNUNG

5.2 Ein paar Begriffe

Ordnung :  hochste vorkommende Ableitung
linear :  Die Gleichung ist linear in der unbekannten Funktion und allen
ihren Ableitungen.
gewohnlich : Die gesuchte Funktion hdngt nur von einer Variablen ab.
0 02
partiell : Bsp: af(x,y) + a—yzf(x,y) = 0, Gegenteil von gewohnlich.

Hier werden nur gewohnliche DGL betrachtet.

Bemerkung: DGL := Differentialgleichung(en)

5.3 Differentialgleichungen 1. Ordnung

5.3.1 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Sind von der Form
Y'(x) =a(x) y(x) + b(x) (5.4)

Es gibt Standardverfahren diese DGL zu l6sen. Dazu gehéren:
a) a(x) = 0, einfaches Integral

y(x) 2 bx) (5.52)

a(x)=0
Losung:
y(x) = Jb(x) dx

=B(x) +c (5.5b)
B(x) = Stammfunktion
¢ = Integrationskonstante, wird z.B. durch
eine Anfangsbedingung festgelegt.

Beispiel: Fall im Schwerefeld

v 2 _g mitv(0) = 5% (5.62)

vit)=vy—gt (5.6b)

v(0) = vg = 5? (5.6¢0)
Also: v(t) (5.00) -gt+ 5ﬂ
(5.60) s

w
N



GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

b) b(x) = 0, homogene DGL

Enthalt die DGL keinen Term, in dem y oder seine Ableitungen nicht vorkommen, heilt
sie homogen.

¥ (x) =a(x) y(x) (5.7a)

Dies konnen wir einfach 1osen:
y'(x)
y(x)
In|y(x)| = A(x) + ¢ A(x): Stammfunktion

dx = Ja(x) dx

y(X) — J_reA(x)Jré

=c e = +f (5.7b)
Radioaktiver Zerfall [siehe (5.3a), (5.3b)]
d
EN(t) —;EN(t) , N() =Ny

a(t)
A(t) =-Tt+¢

7b _
N(t) °2 ¢ o Tt
(5-32)

N(0) =c = Ny
Also: N(t) = Ny e ™t

Anmerkung: Man kann vereinfacht schreiben:

') =alo) v =
Umgeformt:
dy _
I v Ia(x) dx (5.8)

Diese Schreibweise nennt man auch Separation der Variablen. Dies ist aber nur als
verkiirzte Schreibweise zu verstehen, die zwar immer funktioniert, (5.7b) ist aber der
eigentliche Losungsweg.

5



5.3 DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1. ORDNUNG

c) Inhomogene DGL
Fur das vollstandige Problem (s5.4) fithrt der Weg tiber die Variation der Konstanten zum
Ziel einer allgemeingiiltigen Form.

Ansatz:

Losung der zugehorigen homogenen DGL

——
Yy (x) = c(x) e, Ax) = ja(x) dx (5.92)
—

Variable statt Konstante

Nach dem Einsetzen in (5.4) bleibt:

c'(x) = b(x)e 4™ (5.9b)

oder
c(x) = Jb(x)e’f‘“‘) dx (5.9¢)

oder
Vp(x) i:ZZ At J b(x)e 2™ dx (5.9d)

Yy (x) ist eine spezielle (partikuldre) Losung von (5.4). Wir konnen auf diese jede Losung
i (x) der zugehorigen homogenen DGL (5.7a) addieren, denn

(Vn(x) + 7p (%)) = yp(x) + yp(x)
=a(x) yn(x) +a(x) yp(x) + b(x) = a(x) (Yn(x) + yp(x)) + b(x)

Vi, (x) G2y (x)

(5.72)

Also lautet die allgemeine Losung von (5.4):

(x) (‘:%3 ceAt) 4 pAW) J b(x) e A® dx (5.9€)

Beispiel:

y'i(x)=-2xy(x)+ i’ﬁ
a(x) b(x)
daraus folgt: A(x) = —x?

Yn(x) = ce™

Yp(x) = e’ J4x e dx =2

—_—
2 ex?

Losung: y(x) =2 +c¢ e

34



GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

5.3.2 Nichtlineare DGL 1. Ordnung

Nichtlineare DGL 1. Ordnung sind von der Form y’(x) = F(x,y) mit beliebig kompli-
ziertem F. Im Allgemeinen existiert keine geschlossene Losung. Ein allgemeingiiltiges
Losungsverfahren gibt es also nur in Spezialfillen, welche wir im Folgenden behandeln
werden.

a) Separable Gleichungen
Form: y'(x) = f(x) g(y) (5.11)

Cdy
Umformen: ax = f(x) g(»)

dy
90y) ~ If(x)dx (5.12)

Seien die Stammfunktionen:

. _ dy

G(y) = J 9(v) (5.13a)
und

F(x) = If(x) dx (5.13b)

bekannt. Dann lautet die Losung zu (5.11):
y(x) =G (F(x) +¢) (5.130)

Fiir diese Darstellung muss G umkehrbar sein.

Beispiel:
- )
YVix)=x+xy?="x (1+y?
dy 7J
T2 - xdx

1
arctan(y) = Exz +c

y(x) = tan (%xz + c)



5-4

LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN HOHERER ORDNUNG

b) Geschickte Substitution

Gelegentlich lasst sich eine DGL durch eine glinstige Substitution auf eine bekannte,
l6sbare Form bringen.

Beispiel: Bernoulli-DGL
¥y =a(x) y+b(x) y* ,x€R,ax=0,1 (5.14)
Substitution:

z(x) = (y(x)* (5.15Q)
Z(x)=(1-x) (¥(x)"*y (x)

oder

yx)*y'(x) = z'(x) (5.15b)

1 -«
Multiplikation von (5.14) mit y~%,

¥'(X) ()" = a(x) ()" +b(x) (5159
— —r
61502/ x) 5192 (x)
Z'(x) = (1 - &) (a(x) z(x) + b(x)) (5150

Auf diesem Weg konnen wir eine DGL der Bernoulli-Form (5.14) immer zu einer linearen
DGL umformen, die mit den Methoden des vorherigen Abschnitts losbar ist.

5.4 Lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung
Allgemeine Form:

N
> ai(x)y(x) = b(x) (5.16)

i=1

5.4.1 Eigenschaften der Losungen

Aus der Form (5.16) erkennt man, dass wenn die y;(x) miti = 1,...,n Losungen der
homogenen DGL zu (5.16) mit b(x) = 0 sind, so auch

Yr(x) =D ¢ yi(x), ¢ eC (5.17)

i=1

Sind die y;(x) alle unabhdngigen Losungen von (5.16), heilt vy (x) allgemeine Lisung
der homogenen DGL.
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Ist fiir b(x) # O (inhomogene DGL) y,(x) eine partikulare Losung der DGL, so 16st
auch

Va(x) = () + ¥, () "2 S ¢ yi(x) + ¥, (x) (5.18)

die DGL (5.16).

Haben wir eine DGL von der Form (5.16), miissen wir also yp (x) und y, (x) bestimmen,
um ihre Losungen zu erhalten.

Mit nicht konstanten Koeffizienten a(x) kann es beliebig kompliziert werden. Daher
beschranken wir uns auf konstante Koeffizienten.

5.4.2 Konstante Koeffizienten

Form:

N
() _
Z&y (x) = b(x) (5.19)

=1 7. .
! Héngen nicht von x ab.

Vorgehen in Schritten:
1.) Bestimme vy (x)
2.) Bestimme ein y, (x)

3.) Die gesuchte Losung ist (5.18)

a) homogene DGL

Das heilt (5.19) mit b(x) = O:

N
>aiyP(x)=0 (5.20)

i=1

Es gibt eine Standardmethode, die prinzipiell immer funktioniert.
Ansatz: y(x) = e

Einsetzen in (5.20):

N
> a;Ale™ =0
izl



5.4 LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN HOHERER ORDNUNG

e = 0, daher Division erlaubt:

N
dDaidi=ayAV +ay AN+ L+ ad+ag=0 (5.21)
i1

Das Problem reduziert sich also auf die Losung des Polynoms (5.21). Es heilt charak-
teristisches Polynom. Auf diesem Weg erhalten wir alle N unabhéngigen Losungen von
(5.20). Wir unterscheiden zwei Falle:

1.) Falls alle N Losungen von (5.21) verschieden sind, sind bereits alle y;(x) = e*i¥
linear unabhdngig und die allgemeine Losung hat die Form

N
yu(x) =Y cieM*, ¢ eC (5.22)
i=1

2.) Es gibt mehrfache Nullstellen des Polynoms, das heiflt einige A; haben den glei-
chen Wert und die zugehdérigen Lésungen e?i* sind nicht unabhéngig.

In diesem Fall gilt:
Ist A; k;-fache Nullstelle, dann lautet die Loésung:
M [ki-1
yr(x) => (Z Cij X’) e eR (5.23)
i=1 \ j=1
M ist die Zahl der unabhédngigen (verschiedenen) Nullstellen von (5.21).
Beispiel:
@ (x) = 10y (x) + 40y (x) - 82y (x) + 91" (x) - 52" (x) + 12y(x) =0
charakteritisches Polynom:
A8 —10A° +40A% — 82A% +91A2 =524 +12 =0
= (A3 -3)(A2 —2)%(A; - 1)?
A; =1 ist dreifache Nullstelle

A, =2 ist doppelte Nullstelle
Az =3  ist einfache Nullstelle

Losung:

Yr(x) = (€1 + €2 x +¢3 X2) e¥ + (¢4 + €5 X) ¥ + ¢g €
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Besonderheit bei reellen Koeffizienten:

Sind alle Koeffizienten a; der DGL (5.20) reell und gibt es komplexe Losungen A; =
oG + i_Bi des charakteristischen Polynoms (5.21), dann ist auch die konjugiert-komplexe
Zahl A; = «; — i B; eine Losung:

N .
Za‘,- Alj =0
Jj=0

Diese beiden Losungen lassen sich dann schreiben als
cieM* + & ehix
=¢; eoqxﬂ'ﬁix + C~i eo(ix—iﬁlx
= e%i¥ (cieiﬁfx + éie’iﬁf")
=e%* A cos(Bix + @)
=e%* A sin(Bix + @) (5.24a)

Das heilt, die Losungen kénnen durch sin(x) und cos(x) ausgedriickt werden. Diese
sind unabhédngig.

Aquivalent zu (5.24a) ist:

yp(x) =...+e%* (A cos(B;x) + B sin(; x)) (5.24b)

b) inhomogene DGL

Wenn fiir die DGL (5.16) die Losung der zugehorigen homogenen DGL der Form (5.20)
bekannt ist, reicht es eine partikuldare Losung von (5.16) zu kennen. Es gibt kein allge-
meines Verfahren diese partikuldre Losung zu bestimmen. Vielfach sind die Ausdriicke
b(x) aber so einfach, dass leicht eine Losung, oder zumindest ein Ansatz, erraten wer-
den kann.

Immer einen Versuch wert sind:

1.) fir b(x) = Be®~

Ansatz: y,(x) = Ae™™ (5.25)

2.) fur b(x) = By cos(xx) + B> sin(xx)

Ansatz: y,(x) = A; cos(ax) + Ay sin(ax) (5.25b)

3.) fur b(x) =By + By x +Box?+ ...+ By x"

Ansatz: y,(x) = Ag+ A; X + Ay x% + ...+ Ap x" (5.25¢)

93]
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4.) Ist b(x) eine Summe oder ein Produkt der Formen 1., 2. oder 3., kann man fiir den
Ansatz eine Summe oder ein Produkt der gleichen Form versuchen.

5.) Kommt einer der Terme aus 1., 2., 3. und 4. bereits in der homogenen Losung
yr (x) vor, kann man versuchen, im Ansatz den entsprechen Term mit der kleins-
ten Potenz von x zu multiplizieren, sodass der Term sich von allen homogenen
Losungen unterscheidet.

Beispiel:
b(x) =e*, yu(x) =ae** +be ™
Yp(x) =Bxe*
c) Beispiele
DGL eines getriebenen, gedampften harmonischen Oszillators:
X(t) + 2y x(t) + w3 x(t) = f(t) (5.27)

Wo kommt das in der Physik vor?

Beispiel: Federpendel im Olbad.

C M

otor

Ol: geschwindigkeitsabhingige Reibungskraft
Fr = *}71}

Dann lauten die Konstanten fir (5.27):

_
Y= om
F(t
f= % (Kraft des Motors)
; D
w3 = - D = Federkonstante
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Beispiel: Elektrischer Schwingkreis

Strom

induktive Kopplung

Lf+RI'+%I:Ie"(t)
. R . 1 Ter: (1)
I+ = I+ -—1=""""7

L LC L

—~ — —

2y w3 f

Losung der homogenen DGL fiir y < wy (s. Ubungen):
xp(t) = e Y (aelt + pe @) mit w = /w3 — y?
Beispiel fiir eine dulere Anregung:

f(t) = A cos(wot)
Ansatz: x,(t) = a cos(wot) + b sin(wot)

Ableiten und Einsetzen in (5.27):

—aw3 cos(wot) — bwj sin(wot) — 2yawg sin(wot)

+2ybwg cos(wot) + awi cos(wot) + bw3 sin(wot) < Acos(wot)

—2yawg sin(wot) + 2ybwg cos(wot) < A cos(wyt)

Koeffizientenvergleich

(5.28)

(5.29a)

(5.29b)
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2ywob = A
A
T 2ywo

—

2ywpa =0
~a=0 (5.29d)

(5.29¢)

(5.292) A

(5.290) 2 Wy
(5.29d) y

Xp sin(wot) (5.29¢)

Die allgemeine Losung der inhomogenen DGL lautet also:

, . . A
xo(t) O2Y o vt(gel®t 4 pe-iwty 4 5

sin(woqt) (5.29f)
(5.29€) YWo

d) Integrationskonstanten

Die Losungen (5.22) bzw. (5.23) einer DGL n-ter Ordnung enthalten N Integrationskon-
stanten c¢;. Diese werden festgelegt durch N Bedingungen. Das fiihrt uns auf das An-
fangswertproblem:

y(0) = Ay, ¥'(0) = Ay, ..., YNV(0) = Ay
oder das Randwertproblem:

(0) = Ay, ¥y (x1) =A,, ...

e) Zusammenfassung

Losungsschema:
1.) Homogene DGL losen:

e™ funkioniert immer — aber nur im homogenen Fall und nur fiir lineare DGL mit
konstanten Koeffizienten.

2.) Eine partikuldre Losung der inmhomogenen DGL bestimmen:
Siehe Unterunterabschnitt b)

3.) Die allgemeine Losung der DGL ergibt sich durch:
Ya(X) = Yu(x) + ¥p(x)

4.) Anfangs- oder Randbedingungen berticksichtigen.
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5.5 Greensche Funktion

5.5.1 Allgemeine Betrachtung

Wir betracheten eine inhomogene, lineare DGL:
N .
> ai vy (x) = b(x) (5.19)
i=0

von der die Losung y, (x) der zugehorigen homogenen DGL bekannt sei.

Das folgende Verfahren dient dazu, die Losung von (5.19) zu finden, die mit einem Satz
gewdhlter Anfangs- oder Randbedingungen vertraglich ist.

Wir suchen dazu eine Funktion G(x, z), sodass wir die Losung berechnen kénnen als

y(x) = JG(x,z)b(z)dz, (5.30)

d.h. wenn wir G(x, z) bestimmt haben, konnen wir fiir jede beliebige Inhomogenitat
b(x) die Losung einfach nach (5.30) berechenen. Dies gilt nur fiir die Lésung im Intervall
a<x<hb.

Versuch: Einsetzen (5.30) in (5.19)

b N
IZa, | G(x,2) b(2)dz = b(x),

i=0
_
8(z—x)

falls das der 6-Funktion entspricht ist die Gleichheit erfillt.
Wir sehen also G(x, z) muss Losung sein von

di

N
Z G(x z)=8(z—-x) (5.31)

Weiterhin muss G(x, z) folgende Bedingungen erfiillen:

» G(x,z) muss so gewahlt sein, dass y(x) die gewiinschten Rand- oder Anfangs-
werte erfillt. Also, wenn ¥ (x;) = 0 fiir bestimmte x;, dann auch G(x;,z) = 0.

» Gleichung (5.31) ldsst sich nur erfiillen, wenn %G(x, z) s T bei den nied-
rigeren Ableitungen macht das keinen Sinn.
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5.5 GREENSCHE FUNKTION

» Das ist moglich, wenn die Ableitungen wie folgt aussehen:

%G(x, z) hat einen Sprung bei x = z. %G(x, z) hat einen Knick bei x = z.

Alle niedrigen Ableitungen sind bei x = z differenzierbar und somit auch stetig.

Die Bedingungen kénnen verwendet werden um G(x,z) zu bestimmen, denn berech-

ne:
Z+E N Z+E
lil’l(’)lj Z“t G(x z)dx 7hm I 5(z—x)dx
P
=1

Linke Seite:

gn-1 gn-1
an hm [ T~ 1G(z +&,2)— WG(Z - e,z)] (N-ter Term)
- dH di-! N — 1-ter bis
+ Z a; lim [ 16T - Gz - s,z)] ( | -ter Term )
=0, wc;l stetig
+lin3aoG(z,z)e (O-ter Term)
\—_J
-0
Es bleibt tibrig:
N-1 N-1
ath[d N 1G(Z+E,Z)*WG(Z*6,Z):| =1 (5.32)

Fiur x # zist 6(z — x) = 0, dort muss G(x, z) also die homogene DGL erfiillen und die
Abhéngigkeit von z kann nur in den Koeffizienten stecken.

N
Gx,z) % Deilz)eh™, x=#z (5.33)
i-1
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GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

oder analog fiir (5.23).

Anmerkung: Dieses Vorgehen funktioniert genau gleich bei nicht-konstanten Koeffizi-

enten a;(x) der DGL.

5.5.2 Vorgehen an einem Beispiel

Aufgabe: Lose die DGL

dZ
We2? Y = 5

w

im Intervall 0 < x < I mit y(0) = y (%) - 0.
Schritt 1: Allgemeine Losung fiir x + z

G(X,Z) (5;8)

A(z)cos(x) +B(z)sin(x) x<z
(5.24b)

C(z)cos(x) + D(z)sin(x) x>z

A(z),B(z),C(z),D(z) : z-abhédngige Koeffizienten
cos(x), sin(x) : Losung der homogenen DGL

Schritt 2: Die Randbedingungen fordern

G(0,2=G6(",2)=0
—~ 2

x<z—A(z)=0 -
x>z—-D(z)=0

und es bleibt:

G(x,z) 58

(5-;5b>

B(z)sin(x) x<z
{C(z) cos(x) x>z
Schritt 3: Stetigkeit und Sprungbedingung (5.32) auswerten:
lgipg(G(z +&2)-G(z—-¢,2)) =0,
also mit (5.35¢):
C(z) cos(z) — B(z)sin(z) = 0,

und aus (5.32):

. (dG(z+¢&,z) dG(z-¢&2)\
hm( dx - dx ) =1

&~0

(5.34)

(5.35a)

(5.35b)

(5.35¢)

(5.36a)
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also mit (5.35¢):

—C(z)sin(z) —B(z)cos(z) =1

(5.36b)

Die Gleichungen (5.36a) und (5.36b) liefern unter Verwendung der Identitit sin?(x) +

cos?(x) = 1:

C(z) = —sin(z)
B(z) = —cos(z)

Schritt 4: Greensche Funktion aufstellen:

Gx,z) O

—cos(z)sin(x) x<z
(5-372),(5.37b)

—sin(z)cos(x) x>z

Schritt 5: Bestimmen der Losung von (5.32)

G(x,z)

y(x) =

S i3

sin(z)

s
X

638 _ J cos(x) :in(z) dz - J sin(x) cos(2) 4
0 X

sin(z) z

in(z)

= —x cos(x) + sin(x) In(sin(x))

Anmerkungen:

(5.37a)
(5.37b)

(5.38)

(5.39)

» Die gleiche Greensche Funktion kann nun bei gleichen Randbedingungen auch fiir

jede andere Inhomogenitit verwendet werden.

» Die hier vorgestellte Methode funktioniert nur bei homogenen Randbedingungen

y ™ (x;) = 0. Liegen diese nicht vor, transformiert man

fx) =y(x)+g(x)

mit einem g(x) so, dass f(x) homogene Randbedingungen erfillt. Man 16st die

DGL fir f(x).
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VEKTOREN

Unter einem Vektor versteht man in der analytischen Geometrie ein Objekt, das eine
Parallelverschiebung im Raum beschreibt.

6.1 Notwendigkeit und Darstellung

Wir kennen physikalische GroRen, die nur einen Wert haben, zum Beispiel:
» Masse, Energie, Druck, ... — Skalare

Daneben gibt es solche, die zusédtzlich von ihrer Richtung abhéngen, zum Beispiel:
» Kraft, Geschwindigkeit, ...

Zur Darstellung verwenden wir einen Pfeil im Raum, dessen Lange den Betrag der phy-
sikalischen GroRe beschreibt. Die Lange eines Vektors wird Betrag genannt.

U

In diesem Bild kann man zwei Rechenoperationen einfiihren:

» Addition




6.2 BASIS UND KOORDINATENSYSTEM

a+b=b+a
(a+b)+c=a+(b+c)

» Skalare Multiplikation: Aa

2a

Fir Vektoren gibt es mehrere Schreibweisen.

Pfeil: d, a
Unterstrich: a
Fett: a

6.2 Basis und Koordinatensystem

6.2.1 Basisvektoren

Im dreidimensionalen kénnen wir jeden Vektor als Linearkombination von drei Basis-
vektoren darstellen:

a=a, e +ape,+ase; (6.1)

Damit das funktioniert, muss gelten:

» Die Anzahl der Basisvektoren muss der Dimension des Raumes entsprechen.
» Die Vektoren miissen linear unabhéngig sein, d.h.
ar e, +ae+asze; =0
darf nur erfiillt sein fir alle a; = 0.

Anschaulich: Es darf nie moglich sein, einen der Basisvektoren durch ein Linear-
kombination der anderen darzustellen. Er muss in eine Richtung zeigen, die durch
die anderen nicht darstellbar ist.
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In einer gegebenen Basis wird oft die Komponentenschreibweise verwendet:

a
a=a;e +ae;+azes=|ax (6.2)
as

Achtung: Basis! Die Komponenten allein lassen noch KEINEN Riickschluss
auf die Basisvektoren zu!
Vgl. Kugelkoordinaten:

v

@
0

Was sollen hier die Basisvektoren sein?

AuBerdem sollte man immer daran denken zu welcher Basis die Komponenten geho-
ren.

Bei kartesischen Koordinaten sind die Addition und die skalare Multiplikation in der
Komponentenschreibweise wie folgt definiert:

a; b, ai + b,
a+b=|a|+|b a, + by (6.3)
as b3 as + b3
a ?\al
Aa=2Alax|=|Aa (6.4)
as Aag

6.2.2 Kartesische Koordinaten

az

ay ¥y
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Nattirliche Basis: Basisvektoren zeigen entlang der Koordinatenachsen x, y und z.

Ax
a=dasec+aye,+a;e,=|a,
az

6.3 Vektoroperationen

6.3.1 Skalarprodukt

In kartesischen Koordinaten definiert man das Skalarprodukt als:

a b1
a-b=|ax|- bz :a1b1+a2b2+a3b3
as b;

Andere Schreibweise fiir das Skalarprodukt:

(a,b) ={alb)=a-b

(6.5)

(6.6)

Man sieht damit schnell, dass die Lange eines Vektors, die wir auch Betrag nennen,

berechnet werden kann mit:

a=lal=+a-a=,lai+a% +a?

Fir das Skalarprodukt gilt:
a- b =lallb|cos(9)

Wegen dieser Eigenschaft nennt man Vektoren mit a - b = 0 orthogonal.

Die Basis ey, e,, e ist orthonormiert , denn die Vektoren erfiillen:

e -e,=ex-e;=¢e,-e;,=0 orthogonale Basis

lex| = ley| =le;| =1 normierte Basis

(6.7)

(6.8)

(6.9a)

(6.9b)
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Bemerkung: Die Axiome des Skalarprodukts lauten mit drei Vektoren x, y und z und
dem Skalar «:
(x|x) =0, insbesondere (x|x) € R
(xIx)=0=x=0
komplex konjugiert
(ax|y) = & (x|y)
(xlay) = a({x|y)
(x+ylz) = (x]2) + (¥|2)
x|y +2z) = (x|y) + (x]2)
{xly) = (¥Ix)

In kartesischen Koordinanten lautet das Skalarprodukt fiir zwei Vektoren v und w tiber
dem R"

n
Wlw) = > viw;, v,weR",
i=1

wahrend tiber einem komplexen Vektorraum C" gilt

n
wlw) => Tiw;, v,weC".
i=1

6.3.2 Vektorprodukt

Mit dem Vektorprodukt

c=axb (6.10)
fithrt man einen Vektor ¢ ein, der orthogonal zu a und b ist und den Betrag

lcl = lallb|sin($) (6.11)

hat.

Der Betrag |c| entspricht dem Flacheninhalt des Parallelogramms, das von a und b
aufgespannt wird.



6.3 VEKTOROPERATIONEN

Die Vektoren a, b, ¢ bilden in dieser Reihenfolge ein rechtshcindiges Dreibein. (Rechte-

Hand-Regel)

Beziehungen:

(a+b)xc=axc+bxc

bxa=-axbhb

(6.12a)

(6.12b)

Achtung: Das Vektorprodukt ist NICHT kommutativ!

In kartesischen Koordinaten gilt die Komponentendarstellung:

a bl ap bg*ag bz
axb=|a|x|b,|=|azsby—a, bs|=c
as b; a by —a, b,

Ist das Vektorprodukt in der Physik relevant?
» Drehimpuls:

L=L><p

-
Ort  mpuls

» Lorentzkraft:
Ladung el. Feld Magnetfeld
~= ~= ~=
F= q (E +v X B)
——

Geschwindigkeit der Ladung

Ul
N

(6.13)
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DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHUNG FUR FUNK-

TIONEN MEHRER VERANDERLICHER

Die Differential- und Integralrechung fiir Funktionen mehrer Vercdnderlicher unterschei-
det sich gegeniiber der herkémmlichen Infinitesimalrechnung im Hinblick auf die An-
zahl der Variablen und den damit verbundenen Besonderheiten und veranderten Re-
geln.

7-1 Differentialrechnung

7-1.1 Partielle Ableitung
a) Einfithrung
Die partielle Ableitung ist die Verallgemeinerung von (1.3) und hat fir eine Funktion

f(x1,...,x,) die Form

of

Of i SO0 Xi H AXiy X)) = (X Xy X)
0x; - Ax;

(7.1)

Sie entspricht der Ableitung (1.3), wenn wir alle anderen x; festhalten (als konstant
betrachten).

Beispiel:
fx,>,2) = f(r) =x2 + 2+ 22 = ||
of 1. 2y _ ¥
by 2T E 72)
Es gibt mehrere Schreibweisen:
of B
0x; h axif - fxl 7.3)

oder (%)y heilt: Ableitung von f nach x, wobei y festgehalten wird.

Auch hohere Ableitungen folgen dem Schema (7.1).
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7.1 DIFFERENTIALRECHNUNG

Beispiel:
S, y) = x2+ 2
of . x of ¥y
0x  JxZ+y2’ 0y Jx2+y?
Af 1 1 x2x y?
ox2  XT+y? 2 Ty xTi
of  _ x2
0y?  xZ iy
2f 2f xy

Oxdy  0yoxX | [xZ i 4P

Die Reihenfolge der partiellen Ableitungen lasst sich immer vertauschen!

b) Kettenregel und totale Ableitung

Betrachte eine Funktion f(x, y,t), wobei x und 7y selbst wieder von t anbhangen.
x=x(t),y=xy(t)

Dann:

d
af(x(t),y(t),t)

:%%+%%+% (7.4)
(7.4) heilt totale Ableitung.
Beispiel:
flx,y)=xe? mitx=1+t, y =1t
%f(x(t),y(t) 2 % % + % % Lof
———

ot
—— ——
ey 1 Cx ey 3t2 0

=e M _3¢2 x(t) e D
= (=33 -3t2+1)e"
c) Zum Unterschied zwischen partieller und totaler Ableitung

Die Definition besagt:

A o Sx+ey) - fx,y)
Bxf(x’y) 71513)1 3
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Alle Variablen auler x werden in diesem Fall festgehalten. Das gilt auch, wenn y selbst
wieder von x abhdngt:

muss festgehalten werden
0 S (x))
= X X
ox’ "2
Wirkt nur auf dieses x
Warum ist das so?

Das ist die Definition der partiellen Ableitung. Sie wirkt nur auf die expliziten Abhan-
gigkeiten. Die totale Ableitung wirkt auf die expliziten und impliziten Beitrage:

d [ 9 exp(tx(t))
dt \ oxot t
fx(t),0)

4 (Gowex)

if(x(t) t) 4 tx(t

dat ) = E(X( ) exp(t x(t)))

=x(t) exp(t x(t)) + x(t) exp(t x(t))(x(t) +t x(t))

0
af(x(t),t)

d
Ef(x(t),t) =

7.1.2 Differentiale

a) Totales Differential

Wir betrachten eine Funktion f(x,?y) unter kleinen Anderungen Ax und Ay. Dann
reicht eine lineare Naherung.

At = f(x +Ax,y + Ay) — f(x,y)
=fx+Ax,y +Ay) — f(x,y +Ay) + f(x,y + Ay) — f(x,y)

_ St Ay +AY) - fOoy +AY) Sy +AY) - fx )
Ax Ay
(71) af f
ax YT Y

Im Grenziibergang Ax — 0, Ay — 0 schreibt man:

f of
oy

df heilt totales Differential.

df = dx + =—dy (7.5)

In mehreren Dimensionen allgemein:

af = > aaj: dx; (7.6)
i=1 t
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b) Vollstindiges Differential

In Verallgemeinerung von (7.6) nennt man jede Form:

df =D ai(xi,...,xn) dx; (7.7a)

i=1

ein Differential.

Es heilt volistdndig oder exakt, wenn es eine Funktion f(x1,...,X,) so gibt, dass
0
ai - a_f (7.7b)
Xi

Notwendige Bedingung fir ein vollstandiges Differential ist:

oa; _ aa‘,-

BxA,- - Bxi (7.7(:)
Beispiele:
1 = ydx + x dy ist ein vollstandiges Differential, denn es existiert:

flx,y)=xy+c

sodass

aof 0 f

d

ax 2 M Gy
v, = ydx + 3x dy ist kein vollstdndiges Differential.
c) Variablentransformation
Haben wir eine Funktion f(x1,...,x,) und wollen die Variablen x; durch neue u; aus-

driicken gilt:

xi = xi(Ur,..., Uy)

Was passiert mit der Ableitung?

of < of oxi < [ oxi
YJ Z Z ( ) ox, (7.8)

ou; o 0x; 0u; ou;j

i=1
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Beispiel: In 2 Dimensionen transformieren wir kartesische Koordinaten in ebene Polar-
koordinaten:

x =71 cos()
¥y =7 sin(p)

Y =4x2+ Y2

- Z)
@ = arctan ( g

Q

Dannist z.B. (f(x(r, @), v (¥, ®))

of a® (al) of | (a—y) of _ COSCP% + sinqa%

or or /) ox or/ oy
_x ¥, vy of
T UxT+y?ox  Jx?T+ 2oy

7.2 Integralrechnung

7-2.1 Definition des mehrdimensionalen Integrals
Wir haben das 1-dimensionale Integral als Grenzwertprozess eingefiihrt:

—a

b n
If(x) dx = lim > f(xi)Ax , mit Ax = b (1.14)
2 i-1

Ganz analog konnen wir nun bei einer Funktion vorgehen, die von zwei Variablen ab-
hangt: f(x,y)

7
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- AA

Wir greifen kleine Flachenelemente AA heraus und summieren tiber diese:
1= [ dxdyfix,y) = lm S F(xa, v)AAL, 7.9
n

wobei der Punkt (x,, v,) in AA liegen soll.

Existiert der Grenzwert und ist er unabhédngig von der Wahl eines (x,, y,) in AA, so
existiert das Integral (7.9).

Analog koénnen wir weitere Dimensionen hinzufiigen, z.B. ein Volumenintegral AV,,.

7.2.2 Berechnung

Die praktische Berechnung erfolgt nicht tiber beliebige Flachenelemente AA,, sondern
uber geschickt gewdhlte Reihenfolgen. In zwei Dimensionen kann das folgende Vorge-
hen gewadhlt werden:

JYmax

N / 3. Streifen

2. Streifen

X1 v,v.) \\\_/ :\gy\/\ X

Ymin

» Summiere (bzw. Integriere) zuerst tiber einen Streifen parallel zur x-Achse, d.h.
bei festem . Achtung: die Grenzen hiangen vom gewahlten 7y ab. Dies ist ein ein-
dimensionales Integral, das wir mit den bekannten Methoden berechnen kénnen.

» Summiere dann tiber alle Streifen 1y, dies ist jetzt auch ein eindimensionales In-
tegral.
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In einer Gleichung kénnen wir das folgendermaRen ausdriicken:

Ymax [ x2()
I= J J fx,y)dx | dy
Ymin [ x1(y)

‘%,—J
Streifen parallel zur x-
Achse bei festem 7y, lib-
rig bleibt eine Funktion,
die nur noch von y ab-
héangt.

Integration tiiber alle Streifen
fir das Integral, das nur noch
von y abhéngt.

Die Reihenfolge ist nicht entscheidend, man kann auch erst Streifen parallel zur y-
Achse wihlen.

In mehreren Dimension funktioniert das vollig analog: Erst Streifen bilden, dann die
Streifen zur Flache aufsummieren, dann die Fliche zum Volumen aufsummieren, usw.

7-.2.3 Beispiele
a) Dreieck

Wir berechnen die Flache dieses Dreiecks:

N

yix)=1-x

y(x)

1
A=J 1dxdy=de J dy1
A 0 0
1 yx)

g

x=0 y=0

1
ldxdy = J [y]7™ ax
0

1

1 oo odr o [xo el 1
xJoy(x)dxoj(l x) dx [x xz]

2
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7.2 INTEGRALRECHNUNG

Integriere xy? iiber diese Flache: (Das ist vollig exemplarisch und hat keinerlei prakti-
sche Anwendung)

1 1-x
I=dej dy xy?
0 0
11
~H aexpo
0
1
1 3
=§dex(1—x)
0
1 1 (
_ = Y L _ 4
5 X1 =X+ 15 |- x0)tdx
=0 0
,7i _ sl,i

b) Kegel

Wir berechnen das Volumen des Kegels:

Das Volumen ist:

V=Hj ldxdydz
\4

Wahl der Grenzen
Z: Znin=0, Zmx=h

x und y: Fir jedes z ist die Flache (x, y) ein Kreis mit dem Radius

r(z) :R(lf%)
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DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHUNG FUR FUNKTIONEN MEHRER VERANDERLICHER

In dieser Ebene:

Ymin = ¥ (2) ,  Ymax = ¥(2)

Aus der Kreisgleichung: x? + y? = r?

Xmin = —\¥(2)? = Y2, Xmax =7 (2)? — 2
h r(z) Vr@)?2-y2
\% szJ dy J dx1=...
0 -r(z) _ /T(Z)z,yz
c) Kugel

R VRZ=2Z VR2-22-y2
V=sz dy J dx f(x,y,z) =...
-R —VRZ=22 -JR2=z2 552

In Kugelkoordinaten:

x =7rsinfcos @
v =rsinfsin@
z=vrcos@

R ™
V=Jdrjd9
0 0

2

J do sin0r’f(r,0,p) =...
0
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7.2 INTEGRALRECHNUNG
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VEKTORANALYSIS 8

VEKTORANALYSIS

Die Vektoranalysis erwietert die bisher bekannte Differential- und Integralrechnung auf
mehrere Dimensionen.

8.1 Einfiihrung

Zusétzlich zu Funktionen f(x), g(x1,...,Xx,) betrachten wir nun auch vektorwertige
Funktionen, also Vektoren, deren Komponenten Funktionen von mehreren Variablen
sein konnen.

Ein paar Begriffe:
» f(x) : skalare Funktion
» f(r) : Skalarfeld, Beispiel: Gravitationspotential (im Raum ¢ (7))
» f(x): Raumkurve, Beispiel: ¥ (t) Ortskurve einer Bewegung

» f(r) : Vektorfeld, Beispiel: Magnetfeld B(r)

8.2 Ableitung eines Vektors

Als elementaren Schritt benotigen wir die Ableitung eines Vektors.

Beispiel:

r(t) =x(t)ex +y(t)e, + z(t)e;

x(t)
y(t) (8.1a)
z(t)

Dann lautet die Ableitung

¥ (t) = %r(t) =x(t)ex + y(t)e, + 2(t)e, (8.1b)

x(t)
y(t)
Z(t)
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8.3 KRUMMLINIGE KOORDINATENSYSTEME

Oder fiir ein Vektorfeld

A(r) = Ac(x,y,2)ex + Ay (x,y,2)ey, + A (x,y,2)e;

Ax(x,¥,2)
=[Ay(x,¥,2) (8.2a)
A (x,y,2)
%A(r) ®20 0y Ax(X,Y,2)ex + 0yA, (X, ¥,2) ey + 0,A,(x,V,2)e,
0yAx(X,¥,2)
=[0,A,(x,¥,2)
0yA;(x,y,2)
Produktregeln:
d _d¢, 4 da
a(d)(u)a(u)) =t ¢ au (8.33)
d da db
E(a(u)'b(u))za'hﬁ-a'a (8.3b)
d da db
a(a(u)xb(u))=axh+axa (8.30)

8.3 Krummlinige Koordinatensysteme

8.3.1 Bedeutung

Oft sind die kartesischen Koordinaten x, y, z nicht die beste Wahl zur Berechnung einer
physikalischen Fragestellung.

Beispiel: Das Gravitationspotential

—GMmL
7|

b(r)
___r
VX2 + Y2+ 22

hdngt nur von » = |r| ab. Das ware hier die geeignete Koordinate.

=-GMm

Es ist also sinnvoll, in ein fiir das Problem geeignetes Koordinatensystem zu wechseln.
Also wird eine Koordinatentransformation notwendig:

x (U1, U2,U3)
r(u, uz,uz) = | (Ui, Uz, u3)
z(U1,U2,u3)

(8.4)
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Damit sind die Skalarfelder eindeutig gegeben:
fr) = f(x(u, w2, u3), ¥ (U1, Uz, u3), 2(w1, Uz, us)) (85)

Bei Vektorfeldern muss allerdings auch die Basis zu den neuen Koordinaten passen,
sonst gewinnt man nichts fiir die Rechnung.

AUy, Uz, u3) = ay, (U1, Uz, Uz) ey, (U1, U2, U3)
+ Ay, (U1, Uz, U3) @y, (U1, U2, U3)

+ Ayy (U1, Uz, U3) €y (U1, U2, U3) (8.6)

Dabei konnen die neuen Basisvektoren e,,; selbst wieder von den Koordinaten abhan-
gen.

Was sind die geeigneten Basisvektoren e,,?

Sinnvollerweise wadhlt man die Tangentialvektoren an eine Koordinatenlinie.

Beispiel: Ebene Polarkoordinaten in 2 Dimensionen

y
€y , r-Linie, @ = const.
F— = e,
~N
N
v // \
Vi \
’

\\cp-Linie, ¥ = const.

SO

e,: tangential an der @-Linie
e,: tangential an der v-Linie

X

8
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8.3 KRUMMLINIGE KOORDINATENSYSTEME

Beispiel: Kugelkoordinaten in 3 Dimensionen

z
L
7
7
/ \
\
\ I
\ ‘ r-Linie
~
==TT 0-Linie
! \ @-Linie
\ ) e,: tangential an der v-Linie
) y ey tangential an der 6-Linie
v || e,: tangential an der @-Linie
2N\
, I
\
\

Die Koordinatenlinien sind die Linien, entlang derer sich nur eine der neuen Koordi-
naten u; dndert und alle anderen festgehalten werden. Eine solche Anderung wird in
jedem Punkt gerade durch die partielle Ableitung des Ortsvektors beschrieben.

Mit (8.4) lauten dann die normierten Tangentialvektoren:

1 or
€ =, (8.73)
mit h; = aa:; 8.7b)
1

Wie erhélt man nun die Komponenten A,,;?

Antwort: Mit einer Projektion auf die neue Basis:
A=Acex +Aye, +Aze,
Dann:

Ay, =A-e,, =Ae,-e, +Aye, -e, +Aze; ey
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VEKTORANALYSIS 8

8.3.2 Wichtige Koordinatensysteme
a) Zylinderkoordinaten

Die Koordinaten sind o, @, z.

€y

0 =/x%+ 2 (8.9a)

- Y
@ = arctan ( x) (8.9b)

Man beachte die Mehrdeutigkeit des arctan.

Umgekehrt:
X =QpCOSQ (8.10a)
y =psing (8.10b)
Basisvektoren:
0 COS @
r=|osing
z
3 0 COS @ cos @
e, = 30 eosing | = | sinp (8.11a)
¢ z 0



8.3 KRUMMLINIGE KOORDINATENSYSTEME

Ist bereits normiert: |e,| = 1

3 Q Cos @ —osing
ép=s—|osinp | =| gcos@
o z 0
hp =|é,| =¢
—sin@
e, = | Ccos@ (8.11b)
0

Der letzte Basisvektor ist der unverdanderte Vektor e,.

Man beachte: e, und e, hédngen von @ ab.
Zur Beschreibung des Ortes eines Punktes reichen zwei Vektoren.
r = ge, + ze, (8.12)

Grund: e, zeigt immer zur Projektion des Punktes auf die x, y-Ebene.

b) Kugelkoordinaten

Die Koordinaten sind v, 0, .

=X+ 2+ 22 (8.13a)
(Ltyz ) (8.13b)

0 = arctan

Q= arctan( ) (8.130)

®[IR
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X = v sinf cos @ (8.14a)
v =rsin0sin@ (8.14b)
z=rcos0O (8.140)

Daraus erhalt man:

or sin 6 cos @

e, = Fre sin 0 sin @ (8.15a)
r cos 0

or cos 0 cos @

Normiere 30" dann ey = | cos @ sin@ (8.15b)
—sin 0
or —sin@
Normiere 30 dann ey, = | cos@ (8.15¢)
¥ 0
Fir den Ortsvektor erhélt man:

r=re, (8.16)

In e, steckt die ganze Richtungsinformation des Punktes.

8.3.3 Ableitung

In krummlinigen Koordinaten miissen wir beachten, dass auch die Basisvektoren Ablei-
tungen # 0 haben kénnen.
3
a= Zai<u11u2:u3)ei(u1;u21u3)
i=1

2 a(8§a)i aaie " 8el-
= P (8.17)

i
i \oue

Beispiel: Geschwindigkeit in Zylinderkoordinaten
ir _d (ce, + ze)
de’ T qt ‘e 2e
8.17) . . . .
=" pe, + 0e, + Ze, + ze;

e, =0 (Weil nicht vom Ort abhdngig)

CcosS @ —-@sin@ —sing
e, = ar Sin@ [ =| @cosp | =@ | cos@ | = Pey
0 0 0
R — —
ep

Also:

¥ =0e, +oPey, + Ze,
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8.3.4 Koordinatentransformation im Integral

a) In zwei Dimensionen
In kartesischen Koordinaten
Jf(x,y)dxdy = Jf(x,y)dA

Wie groR ist dA in anderen eventuell krummlinigen Koordinaten?

Yy v = const.

u = const.

a und b spannen ein Parallelogramm auf.

ax/au

a=|%/u|du= a—rdu
ou
0
Bx/av
b=|%w|dv= aldv
0 ov

a und b sind die Tangentialvektoren an die u- und v-Linien.
Dann folgt aus Unterabschnitt 6.3.2:

axdy xdy

dA =laxbl = ouov 0v ou

‘ dudv

Dies kann man auch schreiben als Betrag einer Determinante:

0xXfou  9Y/ou
xX[oy  ¥[3v
—_—

Jacobi-Determinante

dA = dudv

(8.18a)

(8.18b)

(8.18¢)

(8.18d)
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b) In beliebigen Dimensionen

8x1/au1 sz/aul . an/aul
Bxl/auz axz/auz . axn/auz

dx;dx,...dx, = . i . du;du,...du, (8.19)
3X1/aun axz/aun . axn/aun

Siehe auch Abschnitt A-2.

8.4 Linienintegrale

8.4.1 Motivation und Problemstellung

Arbeit in der Physik ist definiert als W = F - s (Kraft entlang des Weges mal Weg).

Es kann vorkommen, dass sich die Kraft entlang des Weges dndert. Wie berechnet man
dies also, wenn F an jedem Ort unterschiedlich ist?

F=F(r)
Losung: Integration liber infinitesimale Wegelemente dv

W = J F(r) - dr, (8.20)
c

wobei C der Weg im 3-dimensionalen Raum ist.

x(t)
C:R-R3 t—r(t)=|yt)], (8.21)
z(t)

t ist der Bahnparameter, z.B. die Zeit.

8.4.2 Berechnung

Die tatsdchliche Berechnung erfolgt iiber den Parameter t. Man nutzt aus, dass

_dr(t)
dr = T dt (8.22a)
ty
_ . (8.22a) . dr(t)
W= L‘F(r) dr = JF(r(t)) ar dt (8.22b)

Skalare Funkti-
onvon t



8.4 LINIENINTEGRALE

Es bleibt nur noch ein eindimensionales Integral, das gelost werden muss. Der Wert des
Integrals ist unabhdngig von der Parametrisierung.

Beispiel: Eine Masse im homogenen Gravitationsfeld wird entlang einer Kugelschale
nach oben bewegt.

z
F,
> \
Fy = -mge,
Unsere Kraft: F = —F; = mge,
rsm@ , 0¢€[m0]
¥ cos 0
¥ COS 9
-7 sin @
0 0
W= ng -| rcosO | do
b —¥sin @
0

= J —rmgsin0do

= mgr [cos 01° = 2mgr

~N
N



8.4.3 Weitere Linienintegrale

a) Vektoriell

dr(t) dt

j Firy dr = jf(r(t

SkalarL Funktion  fo

b) Bogenlinge

51
C(lar® ‘
L ds = J ‘ dt dt
to

Dieses Integral berechnet die Lange des Integrationsweges.

Beispiel: Umfang eines Kreises

J/

A0

Rsm(p> , @ €[0,2m]

2m
[ 829 dr(g) _J —sing
J ‘ ‘ dp = J R cos @ de

=R J \Jcos2 @ + sin® @ do = 21R
-
0 =1

B (R cos @

VEKTORANALYSIS 8

(8.23)

(8.24)

~N
w



8.5

OBERFLACHENINTEGRALE
8.5 Oberflichenintegrale

8.5.1 Flichenelement

Eine Flache kann durch 2 Parameter angegeben werden. Jeder Punkt im Raum, der zur
Flache gehort, kann dann geschrieben werden als:

x(u,v)
r(u,v)=|ywu,v) (8.25)
z(u,v)

Beispiele:

Wie wir in der Schule (hoffentlich) gelernt haben, wird eine Ebene durch zwei Vektoren
a und b aufgespannt und ist in einem Punkt #, verankert.

r(u,v)=ro+ua+vbh, u,velk

Kugeloberflache:
sin 6 cos @ 00 ]
r (8'2‘2) R|sinfOsing |, e [0’217) (8.26)
Gny cos 0 1 '

Wir wissen bereits, dass fiir die Integration tiber eine Flache gilt:

or

(8.1_8a) or
ou

(8.18b)
(8.18¢)

X a_r‘ dudv
ov

Es gibt auch Anwendungen, in denen der Flache eine Richtung zugewiesen werden
muss.

Beispiel: Stromung durch eine Flache

n
—_ n — —_ —_
——
— — — —

Flache 1 Flache 2 > Flache 1

Der Fluss sollte gleich sein. Deshalb ist die Richtung entscheidend.

Dazu verwendet man:

or or
dA = Y X 3 dudv =ndA (8.27a)
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wobei n der Normalenvektor ist:

o o
_ ou v

n= Tor Car| » B_r‘ (8.27b)

ou ov

Anmerkung: Die Richtung von n ist nicht eindeutig, weil

or or or or

X = - X .
ou  ov oV ou
Man nennt die Wahl der Richtung Orientierung der Flache: Bei geschlossenen Flachen
ist es tiblich, n nach auRen zeigen zu lassen.

Beispiel:
sin 0 cos @
r %29 R [ sin@sing | (Kugel) (8.28a)
cos 0
or (8.15b)
2 6D p
20 ¢
% ®29 R sin e,
dA “ZY R? sin0 e x e 0 dg = R sin e, 0 dep (8:28b)
%,—/
ey
or or > .
30 X 0| R-sin 0 (8.28¢)
n-e, (8.28d)

8.5.2 Integrale

Ahnlich wie bei den Linienintegralen hat man nun mehrere Moglichkeiten, Integrale zu
definieren:

Oberflachenintegral:
JdA(i)(T)-Jd)(r(u v))‘a—rxa—r‘dudv (8.29)
) ’ ou " dv | 29
Skalare Futhion, die
nur noch von u und v
abhangt.
Weiterhin:
IdA ¢>(r)fj¢>(r(u v))(a—rxa—r) dudv (8.30)
h \ ’ ou " ov/ 3
Vclztor

8



8.5 OBERFLACHENINTEGRALE

JdA-F(r):JF(r(u,v))- (%xg—;) dudv (8.31)

J

~
Skalar

(Fluss durch eine Flache)

JF(r)x dAsz(r(u,v))x (g—:xg—:) dudv (8.32)

~
Vektor

8.5.3 Beispiele und Anwendungen

Eine mogliche physikalische Anwendung ware, den Fluss der elektrischen Feldlinien
einer Punktladung g durch eine Kugelschale S zu berechnen.

a ¥ q ey
E(r) = = zr
) 41rey 7|3 41T 72

Fluss der Feldlinien durch die Kugelschale:

™ 2m
_ i (8.2=8b) q ei D2 i
F—IF(r) dA Jdejdq’(ma,m) R sin e,
0 0 %—JE( | dA
r

™ 21
__4 i e = 4
= Ineg E[sm@d@ l dop e, - e, 0

—_— —
=2 =2m

=1
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Flache eines Dreiecks im Raum:

Parametrisierung fiir alle Punkte auf der Flache:

1
r(u,v) = (0) +ua+vb, uel0,1-v] vel01]
0

or -1
E:a: 1
0
or -1
ﬁ: = 0
1

-1 -1

dA = a—r><a—r‘dudv: 1 |x| 0

ou ov 0 1

i

1 1-v
F:JIdA:Jdv J du 3
0 0

dudv

dudv = V3dudv

@jdv (17v>:@[”*%”2]l:§
0

0

8.6 Differentialoperatoren

Siehe auch Abschnitt A-3.

VEKTORANALYSIS
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8.6

DIFFERENTIALOPERATOREN

8.6.1 Nabla-Operator

Der Nabla-Operator ist ein Vektor, der in kartesischen Koordinaten definiert ist als:

a/6}(
0 0 0
=12 —e,— i
\Y aﬁz) ey Ix + e, 3y +e; 3z (8.33)

Als Operator hiangt seine Bedeutung von der konkreten Anwendung ab.

8.6.2 Gradient
a) Definition

Der Gradient eines Skalarfeldes ¢ (7) ist definiert als:

Oox p(r)
gradp(r) = V(r) = | %ay p(r) (8.34)
%2z p(r)
Als Beispiel aus der Physik:
F(r)=-VV(r)
—— ——
Kraftvektor Potential

b) Richtungsableitung

Der Gradient hilft auch bei der Frage, wie sich ein Skalarfeld entlang einer Richtung a
andert, denn:

id)(ro +ta) ‘
t=0

dt
d
= —¢(xp+tax,yo +tay,zo + ta,)
dt =0
74 0P d(xo + tax) 0¢ o
= _— _— + - y — az
0X |t=0 dt Y |, 0z |t=0
e e
=Vdol,-a
Man nennt
d
E(b(ro +tta)=a-V(ry) (8.35)

die Richtungsableitung von ¢ in Richtung a.

a - V¢ wird maximal, wenn a in die gleiche Richtung zeigt wie V ¢. Daraus kann man
ablesen, dass V¢ in die Richtung des starksten Anstiegs zeigt.
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c) Beispiele

Exemplarisches Beispiel:

vz
dr)=xyz, Vo) =|xz
Xy

Gravitationspotential:

br) = _MmG _ -MmG
Ty T X ryix 2

Die zugehorige Kraft lautet:

X
-MmG
Fo=-Vp(r) = ——— |¥
XZr T+ 22\
MmG MmG
=-— S r=——""¢
r r

8.6.3 Divergenz

Die Divergenz eines Vektorfeldes ist definiert als:

a/Zix AX
divA=V-A=|%y]|-|A,
a/Ziz Az

_oa. 24, oA
= %x "oy T ez (8.36)

Die Divergenz beschreibt Quellen und Senken eines Vektorfeldes.

\ / Quelle

divA >0

N
N e
/ \ divA <0




8.6 DIFFERENTIALOPERATOREN

Beispiele:
X
ox 0y o0z
A= (y) y divA = a @ E =3
z —

8.6.4 Laplace-Operator

Den Laplace-Operator erhdlt man aus der Kombination von Divergenz und Gradient.

9/ax 0 /ax
Ap =divgradp =V - Vp = [ 9ay | - | 9%/oy
0/az /52

L2 2 3

T ox? T oy?r " 9z2 (8.372)
oder als Operator
02 02 02
A:ﬁ+a—3ﬂ+ﬁ (8.37b)

Vorkommen in der Physik:

» Wellengleichung in 3 Dimensionen:

1 92
(=g 3m) w0

» Schrodingergleichung:

ihi (r,t) = —h—2A+V(r) (r,t)
a V=" wir,

» Poisson-Gleichung:

Massendichte

Ad =4tGp(r)
—

Gravitationspotential
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8.6.5 Rotation
a) Defintion

Die Rotation eines Vektorfeldes A(r) ist definiert als

ofax Ax(r)
rotA(r) = VX A(r) = | 9w | X [ Ay ()

%foz Az(r)
0,A, — 0,A,

= azAx - aXAZ (838)
0y Ay — 0y Ay

Das Ergebnis ist wieder ein Vektorfeld.

b) Existenz eines Potentials

Fir ein Gradientenfeld gilt:

y0:¢p — 020, ¢p 0
rot grad ¢p(r) = ( 0,05 — 8X82¢) = (0) =0
O0x0yp — 0y 0xP 0

Gradientenfeld Y aX

Umgekehrt kann man beweisen, dass in einem einfach zusammenhédngenden Gebiet
gilt:
Wenn rot A(r) = 0, dann gibt es ein ¢ (r), sodass A(r) = grad ¢(r).

In der Mechanik:
Wenn fiir eine Kraft F gilt rot F = 0, dann gibt es ein Potential V(#) zu dieser Kraft:
F(r) =-VV(r).

Dann gilt fiir ein Arbeitsintegral:

W = JF(T) dr =V(r;) —V(r,)

L#

Man spricht von einer konservativen Kraft. Diese ist ,wegunabhdngig*.
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8.6 DIFFERENTIALOPERATOREN

c) Beispiele

X
rotA=Vx|y|=0

8

0 0
rotB=Vx|x|=1]0

)

B in der x-y-Ebene:

Vorstellen als Stromungsfeld:
Ein Teilchen in dieser Stromung beginnt, sich um seine eigene Achse zu drehen.

Die Rotation identifiziert Wirbelfelder.

- — «— <—<—<—\<

8.6.6 In krummlinigen Koordinaten

a) Allgemein

In krummlinigen Koordinaten kann man die Differentialoperatoren aus der Kettenregel

fir die Ableitung herleiten.

Mit
r=r(u,uus)
erhélt man
P (U1, Uz, uz) = p(r(ur, uz, us))
und

AUy, uz,us) = ey, Ay, (W1, Uz, U3).

1

—_—— — | — — —
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Daraus erhédlt man allgemein:

_ 199
V¢ = Zeu, h, ou, , (8.39)
wobei
1 or
eui = E aui' (8-73)
or
und h; = ou, |- (8.7b)
Weiterhin:
divA(uy, Uz, us) = B [i (hu, Ay, + o (hu, huyAy,)
’ ) hulhuzhu:; aul uz"tus up auz uyptus uz
0
+a_u3 (hu] hugAug)] , (8.40)
C 1 [0 (hwhu V), 3 (huhu OV
A = R, [aul ( I, 8u1> "o ( Ny Uz
0 (huhuy OV
+8u3 ( hu3 Bu3>] ’ (8.41)
1 0 0
IrotA = T, o, ey, I:TMZ (hugAug) - TuS (huzAuz)]
1 0 0

+ hm hu3 €y, |:a_u3 (h'ulAul) - a_ul (husA'u3)]

+—L ¢ [i (M A ) — =2 (A, )] . (8.42)
hulhuz 3 8u1 Uz ttuz auz weth

b) Beispiel
Gradient in Zylinderkoordinaten:
e, ey, e; mit hy =1, hp =90, h, =1

Es folgt also:

0 10 0

\% =eg% +eq,5% +ez$

8.7 Integralsitze

In der Physik spielen zwei Integralscitze, in denen Differentialoperatoren vorkommen,
eine wichtige Rolle.



8.7 INTEGRALSATZE

8.7.1 GauBscher Integralsatz

Der Gaufsche Integralsatz besagt:

Jdidev = J F.dA (8.43)
\4 A=0V
Hier sind:
F : Vektorfeld
V : Volumen
A =0V : Rand des Volumens (Fliche, die das Volumen einschlieft)
dA : Vektorielles Flichenelement (8.27a), zeigt nach aulen.
Voraussetzungen:

» A ist hinreichend glatt und n existiert.

» F ist stetig differenzierbar.

» ,Locher” (z.B. Residuen) in V miissen beim Rand berticksichtigt werden.
Aussage:

» linke Seite: ,Summation“ iiber alle Quellen und Senken in F.

» rechte Seite: Fluss von F durch den Rand S.

» Bedeutung:

/V

Aus V flieRt heraus, was hineingeflossen ist, plus das, was in Quellen entsteht, minus
das, was in Senken verschwindet.

8.7.2 Integralsatz von Stokes
Fur ein Vektorfeld F und eine orientierbare Flache A gilt:

J(rotF) - dA = J F(r)- dr (8.44)
A

C=0A
Oberflachenintegral Linienintegral
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Dabei sind:

F : differenzierbares Vektorfeld

dA : vektorielles Flachenelement
A : Flache
C=0A : Rand der Flache (schlieft A ein)
J(x) / 0A
X

Aussage:

» linke Seite: Integration Uiber die Wirbel auf der Flache A.
» rechte Seite: Linienintegral entlang des Randes von A.

Interpretation der rechten Seite als Arbeitsintegral: Auf einem geschlossenen Weg wird
(nur) dann Arbeit erzeugt / Arbeit verrichtet, wenn rot F(#) = 0 auf A, vgl. 8.6.5 b).

8.7.3 Beispiele

1.) Betrachte:

X
F=|y|=r=re,
z

Berechne: (Kugel mit Radius R)

er

_a_r or S N e Su
dA = aex—a(p dfdep = R°sinfeg x e, dOdp
™ 21
J F-dA=Jd9Jdcp re, - (R°sin0)e,
oV —_ — , -
0 0 F dA

¥ = R weil auf der Kugeloberflache

™ 2
= R3Jsin9d0 J dg = 4mR3
0 0
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Nach dem GauBschen Integralsatz:

R ™

2
I F-dA:'[diVFdV:3'[d1’Jd9Jd(przsin@:él‘rrR3
v v 0 0

(=]

Kugelvolumen % TR3

2.) Betrachte:
0
F=|x|=r
0
2

Arbeitsintegral fiir einen geschlossenen Kreis um (O) mit Radius 1.

0
2+ CcosQ
r = sin @
0

—sin@
ﬂ = (COS(P) , @ €[0,2m]
do 0

0 0 0
F dr
dp

2m 0 —Sin(p 2m
W=Jdcp 2+cos@ |-| cosp =J(2cos<p+cosch)d(p=1r
0 0 b

Nach dem Satz von Stokes:

2+ pcos@
r( esin@ ) @ € [0,2m]

0 ¢ €1[0,1]
1 21 0 0
WIrotF-dAJdQqua(O)- (0)
0 0 1 Y
— ——

rotF o or

1 21 1
=JQdQJdCP=§2Tr=Tr
0 0
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FOURIERREIHEN UND FOURIERTRANSFORMATION

9.1 Fourierreihen

In der Natur kommen viele periodische Abldufe vor, z.B.
» in der Zeit: Schwingungen, Umlaufbahnen
» in Zeit und Raum: Wellen

Oft ist man an den vorkommenden Frequenzen interessiert und will das Signal in seine
Teilfrequenzen zerlegen. Dies ist die Aufgabe der Fourieranalyse.

9.1.1 Voraussetzung und Definition

Fiir jede Funktion f(x), die
» periodisch ist mit der Periode L,
» eindeutig und stetig ist, (Ausnahme: endlich viele Unstetigkeitsstellen),
» innerhalb einer Periode nur endlich viele Extrema besitzt,
» fir die das Integral von | f(x)| Gber eine Periode konvergiert,

kann eine Fourierreihe

fx) = o, > [ak cos (@x) + by sin(@x)] (9.1)

2 ' & L L
mit den Fourierkoeffizienten

xo+L

ay = % I f(x)cos (ZTLT—kx) dx, keNg (9.2a)
X0
xo+L

by = % I f(x) sin(zg—kx) dx, keN (9.2b)
X0

entwickelt werden, die an allen Stetigkeitsstellen von f(x) konvergiert ([xo, xo + L] ist
ein beliebiges Intervall der Lange L).

Das heift, jede periodische Funktion, die die oben genannten Dirichlet-Bedingungen er-
fiillt, kann durch eine Summe von Sinus- und Cosinusfunktionen dargestellt werden.
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J(x)

Die Fourierreihen entsprechen der Zerlegung der Funktion in ihre elementaren Schwing-
ungen mit den Frequenzen

_2mk

Wy T k e N. (9.3)

Die Fourierkoeffizienten a; und by driicken aus, wie stark jede Frequenz w; an der
periodischen Funktion beteiligt ist:

2
wy = Tn Grundfrequenz

21k
Wy = % = w; k, k> 1hohere Harmonische

Die Fourierreihe (9.1) mit den Koeffizienten (9.2a) und (9.2b) ist moglich, weil fiir k, £ >
0:

x0+L

J sin (@x) cos (yx) dx =0 (9.4a)
L L
X0
xo+L
21tk 21l L firk=¢=0
J cos (—x) cos [ ——x]dx=1; (9.4b)
L L E(Sk’[/ sonst
X0
xo+L €
J sin (ﬂx) sin (le> dx = £6k,g , kL=+0 (9.40)
L L 2
X0
mit dem Kronecker-Delta:
1 firm=m
Snm = (9.5
0 sonst

BEWEIS von (9.4a)

Fall1i:k =€ =0
xo+L

J sin (0) cos (0) dx =0

X0
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Alle anderen Fille:

xo+L

I sin (@x) cos yx dx
L L
X0
xo+L
_ i ( 2mki _872Trk1x> 1 (2212[1)( +872TI(_”IX) dx
21 2
X0
xo+L
_ J l (e Zr'r(ll<_+[‘)ix + QZ"UYMX _ e*Z"“YMX _ eiznui—mx) dx
4i
X0
xo+L
_ I l (e Zn(li+[‘)ix e Zn(li+[‘)ix) . l (e er(lz—l)tx B eiZT((lZ*[)lx) dx
4i 4i
X0
xo+L
1 2Tr(k+€) 1 . (2m(k-10)
dx + - sin| ———x | dx
2 L
X0
Integrand fﬁhrt immer volle Pe- Integrand fiihrt auBer fiir k = €
rioden aus, also = 0 volle Perioden aus (also = 0), fiir
k = £ ist das Integral auch = 0.
Also:
€ X0+L €
1 21T k + 1 . [ 2m(k -
=—J ( )x dx+—Jsm ¥x dx =0
2 2 L
X0 X0

Daraus folgt (9.4a).

BEWEIS von (9.4b)

Fall1: k = £ =
x0+L
cos (0)cos (0) dx =L
S S

9
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Alle anderen Fille:
xo+L
J cos (@x) cos yx dx
L L
X0

xo0+L

_ J i(ezik'x-q-e’z"Tk"‘) (22701x+2721;‘l’lx) dx

X0

xo+L

1 2m(k+0)i 2m(k—0)i 2m(k+0)i 2m(k—0)i
J—e I *4e [ Y+ L *+e [ *ldx

1 21t (k +0) 2tk —0)

5 J |:COS (Tx> + CoS <fx>} dx

1 271 (k + £ VN fomk—e

> J ( W(L+ ) )dx+§ I COS(%X) dx
X0

X0
Integrand fﬁhrt fir k,¢ = 0 in Integrand fihrt fir k,¢ > 0,
[x0,X0 + L] immer eine oder auler fir k = £ in [xo,x0 + L],
mehrere volle Perioden aus, al- immer eine oder mehrere volle
so=0 Perioden aus

Zweites Integral fiir k = £:

O omr(l—0) L
EJ ( L )d"=§

Daraus folgt (9.4b).

BEWEIS von (9.4¢)

21
X0
xo+L

1 2m(k+0)i 2m (k=i 2m(k=0)i 2m(k+0)i
e L X—e I *—e L X4 T ¥)dx

X0
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x0+L
_ J 71 (eZTr(li+l’)iX + eizrr(lyl’)ix) _ l (,emli*m'x B efzmli*m'x) dx
4 4
X0
X0+
1 2n(k 3) 2n(k+€)
== dx
2
X0 X0

\

fir k = ¢: % nur volle Perioden, also immer
fiir k # £: volle Periode, also = 0 =0
Also:
L
=25
2 kt

Daraus folgt (9.4c).

Nimmt man an, dass die Form (9.1) der periodischen Funktion existiert, folgen mit
(9.4a), (9.4b) und (9.4c) sofort die Fourierkoeffizienten (9.2a) und (9.2b).

9.1.2 Komplexe Darstellung
a) Umrechnung und neue Koeffizienten

Flx) & % + i [ak cos (mZ—kx) + by sin(ZLka)]

k=1

o
b B0 3B (P e ) B (orx e )]
(4.18b) 2 2

= 21
ar w | ar—ib emiiy i +ib i
=% Z Ak — Wk ,2qkix | Ak WOk 20k
2 & 2 2i
— k=l e
co Ck C_k
i ki
= Z Ck QZTX
k=—o0
Die komplexe Fourierreihe lautet also:
- 2mki
fx)= > cer (9.6a)
k=—oc0
mit dem Koeffizienten
b xo0+L
ax — i k (9.2a) 1 J _2mki
cp=——-— "= = x)e L *dx .6b
K 7 el ) S (0.6b)
X0

Anders herum gilt natiirlich:

ag=cx+Cx, bp=ilck—cy) (9.60)
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b) Symmetrien und Beziehungen

Symmetrien der Funktion schlagen sich auch in den Fourierkoeffizienten nieder.

relle Funktionen: f(x) = f(x)

cx=Cx, ar=2Re(c), br=-2Im(c)
imaginéire Funktionen: f(x) = —f(x)

cx=—Ck, ar=2ilm(cy), by =2iRe(cy)
symmetrische Funktionen: f(x) = f(-x)

ck=Ck, ar=2c, br=0
antisymmetrische Funktionen: f(x) = —f(—x)

Cx = —C_k, l/lk:O, kaZiCk

9.1.3 Beispiele

a) Dreieck-Funktion

2 L
Dreieck-Funktion: f(x) =1 — % , Ty <x<

N |

SIS
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Fourierkoeffizienten:

0
2 21tk 2 21tk
T [sm(—L x) dx+00+mojsm(Tx) dx
-z
- [ (2] o (29
(k)2 L ) " mhe L)
S -
1+1=2 kungerade {*2 k ungerade
1-1=0 kgerade 0  k gerade

| 2 falls k ungerade
o falls k gerade

Es gilt by = 0, weil f(x) eine gerade (=symmetrische) Funktion ist.

(0.6b) Ar — ibi {# falls k ungerade

2 0 falls k gerade
Somit:
(91) < 4 (2n(2k71) )
fx) = k; k=T T x
060 w 2 2mRk-1)i
=2 k-1t

k=-o0

9
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b) Rechteck-Funktion

Rechteck-Funktion

14
Fourierkoeffizienten:
O 1 _2mki
Jf(x)e T *dx
L
1 i 1 i 21k
2mki ki
= ZJe’ L *dx - ZJe’T"dX
0 L
Z
_ 1 L ZTTklx % 1 —
e Jo * T (1= ™)

e-Tki_1
— 2L fiir k ungerade
0 fiir k gerade

(9.6¢)
ag 92¢ 0

k

by, ©:59 ni fir k ungerade
‘ 0 fiur k gerade

Somit:

fe =2, Tr(2k71

k

(2#(2}{( - l)x)

2m(2k—1)i x

-1
; Tr(2k 1€

©

9.2 Fouriertransformation

9.2.1 Motivation aus der Fourierreihe

In Unterabschnitt 9.1.1 haben wir gesehen, dass man eine periodische Funktion allein
durch ihre Fourierkoeffizienten a, und b, darstellen kann. Sie enthalten samtliche In-
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formation tber f(x) und mit (9.1) kann f(x) eindeutig dargestellt werden.

Das kann man als Basisentwicklung verstehen, bei der sin(wyx) und cos(wyx) die Ba-
sisfunktionen darstellen und die Koeffizienten ay, by den Beitrag der einzelnen Basis-
funktionen zu f(x) festlegen.

Man kann dies mit der Basisdarstellung eines Vektors vergleichen:
a=> ae;
i

Frage : Gibt es so etwas auch fiir nichtperiodische Funktionen?
Antwort : Ja, dafiir finden Integraltransformationen Anwendung.

In diesem Kapitel werden wir die Fouriertransformation kennen lernen. Eine weite-
re nennenwerte aber hier nicht behandelte Integraltransformation ware die Laplace-
Transformation.

Fur die Fouriertransformation betrachten wir zunachst:

Fx) O Z Cn exp(anmx)

Nn=-—oo
kn
—
o 2w 1 21
= > == Lcyexp nx
2 T amlkenew (i nx)
ak Fihen) Ak
;=
=om Z Ak e™nx f (ky) (9.72)

f" (ky,) kann als Funktion von k,, aufgefasst werden, weil zu jedem n eindeutig ein k,
gehort.

Man kann nun eine nichtperiodische Funktion als eine Funktion mit unendlicher Periode
auffassen:
L— o

, Ak—20

Dann:

Flx) = zi F(k) e dk (9.7b)

8%8

xo+L

mit f(k) 2L c, (gﬁb)L% J f(x) e ™ dx

(L;OO)

j flx) e™ dx (9.70)
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9.2.2 Definition

Man bezeichnet die k-abhdngige Funktion
F 2 [ foe s ax (9.8)
als die Fouriertransformierte von f (x). Die inverse Fouriertransformation

Fx) oD % J Flets dk (9.9)

beschreibt die Riicktransformation von f (k) nach f(x) oder, anders ausgedriickt, die
Darstellung von f(x) in der kontinuierlichen Basis e’**, k € R mit den Koeffizienten
f" (k). Die Gleichungen (9.8) und (9.9) beschreiben den Darstellungswechsel von x nach
k und umgekehrt.

Zur Bezeichnung der Fouriertransformation und ihrer Inversen schreibt man oft auch:

Fk) = F(f)k) (9.10a)
F) = FHUHX) (9.10b)

Zuletzt noch eine Anmerkung zum Vorfaktor 1/2n: Die Aufteilung des Vorfaktors

2 1
f(k)=J...dx, f(x)=§J...dk
ist willktirlich. In der Literatur findet man vielfach andere Aufteilungen, namlich
~ 1 1
f(k)—ﬁj...dx, f(x)—ﬁj...dk
A 1
f(k):ﬁj...dx, f(x):j...dk
oder
Fk = [ e max, £0) = [ Fioemi ak.

9.2.3 Wichtige Beispiele und Relationen

a) 6-Funktion

Fo(x —a))(k) = I S(x —a)e ™ dx = e ka (9.11a)
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Fiir die Umkehrung muss dann also gelten:

oo

j:—l(e—ika)(x) — % J e—ikaeikx dk

-

oo

_ L J ek qk L §(x - a)
21T

-

Das heilt, wir haben eine neue, wichtige Darstellung der 6-Funktion gefunden:

o(x —a)

% Jw eik(x—a) dk

(9.11b)

— % Jw e—ik(x—a) dk

b) Wichtige Fouriertransformierte

Wichtige Fouriertransformierte, die haufig in der Physik eine Rolle spielen, sind:

» Fouriertransformation der §-Funktion:

F(5(x)) (k) 21 (9.12)

» Fouriertransformation der 1:

F)(k) = j e % dx 92 2175 (k) (9.13)

» Fouriertransformation der Gaul-Funktion:

j:(e—uxz)(k) _ I e—uxze—ikx dx

—00

[
|
o
8
S
v
o

(9.14)
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» Fouriertransformation des exponentiellen Abfalls:

e—a\x\efikx dx

Fle ) (k) =

e(a—ik)x dx + Ief(aﬂ'k)x dx
0

[
fermen]

_ 1 [e(a—ik)x](j 1 [e—(aﬂ'k)x]w

a—ik a+ik 0
1-0=1 0-1=-1
1 . 1 a+ik+a-ik
T a-ik  a+ik a? + k2
_ 2a (9.15)
T a?+ k2 915
Das Ergebnis ist die Lorentz-Kurve.
» Fouriertransformation trigonometrischer Funktionen:
F(cos(at))(w) = J cos(at)e i@t dt
— [ l (eim + e—iut) e—iwt dt
2
— l ( —i(w-a)t l T —i(w+a)t
=5 J e dt + 2. e dt
0L 2 (§(w —a) + 8(w +a)] (9.16a)
Analog erhalt man:
F(sin(at))(w) =im[6(w +a) — 6(w —a)] (9.16b)

Man kann sich ganz allgemein merken, dass periodische Funktionen ein diskretes
Fourierspektrum besitzen.

SO J (W) p diskretes Fourierspektrum

| Wo 2wo 3wy 4wy, W

periodisches Signal in der Zeit

e
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c) Faltung

Wir betrachten das Produkt

Si(x) = g(x)h(x) (9.17a)

zweier Funktionen g und h und seine Fouriertransformierte:

FHREONKR) = fik) 2 J 90 )h(x)e* dx
9-8) A

D J dx g(x) J S(y —x)h(y)dy e ik

h(x)
(9.11b) [ ( 1 [ —il(y-x) —ikx
= dx g(x) dyE dle ¥ p(y)e
S(y—x)

ds J dx g(x)eitk-0x J dy h(y)e >

o
5|~

F@) (k=20 Fh)&)dl

Il
5=
g8 g ——2 g ——3

1 . ~
= on gk —=4)h)de (9.17b)
Man nennt das Integral
J Gk—=0) h£)de (9.18)

Faltung von § mit A.

Das Ergebnis dieser Rechnung ist also, dass die Fouriertransformation des Produkts
zweier Funktionen g und h die Faltung der beiden Fouriertransformierten g und h
ergibt. Umgekehrt gilt fiir die Faltung

L0 = [ g0 -yay,

dass ihre Fouriertransformierte
F(fo) (k) = §(k) h(k) (9.19)

gerade das Produkt der beiden Fouriertransformierten g und h ist.

9
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9.2.4 Mehrdimensionale Fouriertransformation

Man kann die Fouriertransformation auch in mehreren Dimensionen definieren. Sie lau-
tet dann in N Dimensionen:

Lies: Integriere
jede Komponente
von —oo bis co
—r—

flk) = J dVx f(x) e (9.20)

©

J dVk f (k) e'** (9.20b)

—o0

0= Gmn

Als Beispiel fiir eine mehrdimensionale Fouriertransformation soll nun noch die Fou-
riertransformierte der dreidimensionale Funktion

fr)y=e"  a>0

bestimmt werden. Das dafiir benotigte Integral
ORES J e alrlg=ikr g3y
—
—o dxdydz
lasst sich am einfachsten berechnen, wenn man in Kugelkoordinaten tibergeht und -
in Gedanken - fiir jedes k das Koordinatensystem von * so dreht, dass k = ke, in
z-Richtung zeigt. Dann erhélt man
lrl =7,

k-r=ke, -r=kz=krcosO

und somit:
0 i 21
f(k) = Jrzdr J sin 0 deo J dg e e ikrcos0
0 0 0
© -1
x=gos0 721TJ rzdrj dexe e ikra
da=—sin0do 0 1

-1

=21 J: drv? e~ [e’”‘m}

—ikr 1

_ 21 (% —ar: ik —ik
= 77'[0 dre ”n’[e‘ T —et V]

[ ——
aike—lkr

,7@& ® —(a—ik)r Jw —(a+ik)r :|
= kakae dr+0e dr

L [I dr e @ ire* + J dr e ¥ (—ir)e k" ]
k 0 —— Jo

%ezkr
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2 0 1 —(a-ikr]™ 1 —(a+ikr]”
S 1 e

=1 =1
2m o a+ik+a—-ik 4w o a

k ok a®+k? © k oka?+k?
4w -2ak ~  8ma

Tk (@2+ k2?2 (a?+k?)2
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A-1 Ein paar wichtige Funktionen

Exponentialfunktion und natiirlicher Logarithmus

INFOBLATTER

Funktion ex In(x)
Ableitung ex <
Stammfunktion eX +¢ xIn(x) - x+c¢
Umkehrfunktion In(y) er
Trigonometrische Funktionen

Funktion sin(x) cos(x) tan(x) cot(x)
Zusammenhénge 4 (el —e ) 1(el¥ e ) ;21((’;)) i‘l’;((%‘))
Ableitung cos(x) — sin(x) o 00
Stammfunktion —cos(x) +c¢ sin(x) + ¢ —In|cos(x)|+c In|sin(x)|+c
Umkehrfunktion arcsin(y) arccos(y) arctan(y) arccot(y)

. 1 1 1 1
Ableitung N T 7 Y
Hyperbelfunktionen
Funktion sinh(x) cosh(x) tanh(x) coth(x)
Definition 1e¥—e™)  I(e¥+e™) ::)‘f}}((’)‘()) ;f;ﬁ((l;‘))
Ableltung COSh(X) sinh(x) coTz(x) — m

Stammfunktion cosh(x) + ¢  sinh(x) +c¢ In(cosh(x)) +c¢

In|sinh(x)| + ¢

Umkehrfunktion Arsinh(y) Arcosh(y) Artanh(y)
Ableitung 1 1 1

\,‘“1+y2 Vr2-1 1-y2

Arcoth(y)
1

1-y2




A-1 EIN PAAR WICHTIGE FUNKTIONEN

15 T T T T T — T 15 T
sin(x)
cos(x) ;
10 1
05 1
E E oof 1
-05 + 4
210+ ]
15 . . . . . . . 15 .
-20m-15m-1.0m-05m 0.0 051 1.0m 151 201 -20m-15m-1.0m-05m 0.0 051 1.0m 151 201
X X
10m T T — 10m T T T
B arcsinly) —— S— arctan(y) ——
arccos(y) - . arccot(y)
05m | 1 05m | 1
3 3
oomf 4 0o0m
-05m - - - -05m - - -
-1.0 -05 0.0 05 10 -5.0 -25 0.0 25 5.0
y y
10 T T T T T 2 T T T — T
sinh(x) tanh(x) E
cosh(x) - 15}  coth(x) - 1
5L ]
E ot E =
5t 4
-15 + 4
.10 . . . . . 2 . . . . .
-3 -2 -1 0 1 2 3 -3 -2 -1 0 1 2 3
X X
Arsinh(y) —— 2 Artanh(y) ——
15+  Arcosh(y) -~ T 15+  Arcoth(y) -~ : 1
1t E 1t E
05 1 05 1
S of E 2 of E
-05 - 4 -05 F 4
-1k B 1k 1
-15 - 4 15 F 4
2 L L L L L -2 L L | L L L L
-3 -2 -1 0 1 2 3 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
y y
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A-2 Zur Berechnung von Determinanten

In der Vorlesung wurde die Jacobi-Determinante im Zusammenhang mit mehrdimen-
sionalen Integralen eingefiihrt. In diesem Abschnitt soll darauf eingegangen werden,
wie man eine Determinante berechnet.

Zur Determinante

Eine Determinante ist eine Abbildung, die einer quadratischen Matrix eindeutig eine
Zahl zuordnet. Diese kann reell oder komplex sein. Das hdngt von den Matrixelementen
ab. Man schreibt fiir die N x N-Matrix

a, aip e aN a, aip e aN
az; . az;
A= , detA =
. AN-1,N : T AN-1,N
ang t++  ANN-1 an,N ang *+*  AaAnNN-1 anN,N

und meint mit letzterem die Determinante von A.

Zur Berechnung einer Determinante

Allgemein ldsst sich eine Determinante mit dem Entwicklungssatz berechnen. Dieser
besagt, dass fiir eine Determinante gilt:

N

detA = > (-1)"*a,, detA,, (1 =pu <N, fest) (A1)
v=1
N

detA = > (-1)""Va,, detA,, (1=v <N, fest) (A.2)
pu=1

Dabei ist Ay, in Gleichung (A.1) die Untermatrix, bei der sowohl die Zeile py als auch
die Spalte v, also die Zeile und die Spalte, in denen das Matrixelement a,, steht, ent-
fernt wurden. Dies ist nun eine (N — 1) x (N — 1)-Matrix, also eine Dimension kleiner
als die Matrix A. Den Entwicklungssatz kann man rekursiv anwenden, bis man bei ei-
ner 1 x 1-Matrix angekommen ist, deren Determinante einfach das einzige verbleibende
Matrixelement ist. Da man in Gleichung (A.1) tiber alle Matrixelemente der Zeile y sum-
miert, spricht man in diesem Fall von der ,Entwicklung nach der u-ten Zeile“. Ganz ana-
log kann man sich iiberlegen, wie die ,Entwicklung nach der v-ten Spalte” in Gleichung
(A.2) funktioniert. Uber den Entwicklungssatz ist der Wert einer Determinante definiert,
d.h. der Satz ist mehr als eine Berechnungsmethode. Er legt eindeutig fest, was der Wert
einer Determinante ist. Fir kleine Matrizen gibt es einfache Formeln, so dass man sich
den - im ersten Moment vielleicht kompliziert wirkenden - Entwicklungssatz fiir diese
nicht merken muss.

A
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ZUR BERECHNUNG VON DETERMINANTEN

Zur Berechnung einer 2 x 2-Determinante
Fur eine 2 X 2-Determinante erhélt man:

detA = ‘ZL h‘ =ad—cb

d

Man kann sich einfach merken: Produkt der Elemente der Hauptdiagonalen minus Pro-
dukt der Elemente der Nebendiagonalen.

Zur Berechnung einer 3 x 3-Determinante

Flir Determinanten von 3 x 3-Matrizen gibt es ebenfalls noch eine einfache Methode, die
Regel von Sarrus:

detA =

Q a8
>0 ¢

c
f| =aei+bfg+cdh—gec-hfa-idb
i

Um sich die Regel von Sarrus leicht merken zu kénnen, schreibt man sich - nach etwas
Ubung meist nur noch in Gedanken - die ersten beiden Spalten noch einmal neben die
eigentliche Determinante:

Mit diesem Bild vor Augen addiert man die Produkte der Matrixelemente, die mit durch-
gezogenen Linien verbunden sind, und subtrahiert davon die Produkte der Elemente,
die mit gepunkteten Linien verbunden sind.
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A-3 Zu den Differentialoperatoren

Definition des Nabla-Operators in kartesischen Koordinaten
a/ ox
0 0 0
= — — — 00
V =ey Ix +e, 3y +e, 32 (a//Z)

Gradient

oV (r) te ov(r) te ov(r)
ox Y oy 0z

Vi), 1V, Vi)
o¢ 0 0@ 0z

ov(r) 10V (r) 1 oV(r)

=e +ey9— +e Kugelkoordinaten
"oy %y 29 Yrsing g (Kugelkoordinaten)

gradV(r) = VV(r) = ey (kartesische Koordinaten)

=e, (Zylinderkoordinaten)

Divergenz

divA(r) = V- A(r) = 2@ 94, (1) 04 (1)

ox oy 0z
190 1 0A4(r) | 0A:(r)
E%(QAQ(T)) + E 2 + 3z
19, 18 _ 1 34,(r)
2oy T AT Y g ag A s + g op

Ein Vektorfeld mit divA = 0 heiRt ,quellenfrei®.
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Rotation

0A,(r) 3 0A, (1)
oy 0z

rotA(r) = VX A(r) = ey [

u

ox oy

o]

Ay (r)  3Ax(r)

13A.(r)  0Ay(r)

0Ax(r) 0A(r)
0z ox

|

]
Jre|

0A,(r)  3A.(r)

)

o 0P 0z 0z dpo
1[0 0A,(r)
+ezQ_aQ(QAqJ(r))* 20 ]
_ 1 i . 73A9(1’)
’efrsine[ae(“‘”(”smg) ¢ }
1[ 1 A.(»r) 2
Tesy | sin$ o 787(714"’(”)]
170 0A, (1)
ey [ rann - 557
Ein Vektorfeld mit rot A = 0 heilt ,wirbelfrei“.
Laplace
°V(r) 0°V(r) 03°V(r)
_ 2 _
AV(r) = V2V (r) o 5y g2
10 ( V() +LBZV(1’) 32V (r)
e d¢ ¢ o¢ 0? o0@? 0z2
19 2av(r)) 1 i(- BV(r)) 1 22V(r)
v2 or (” or ) rzsme a9 M 59 ) T reints a2

In beliebigen krummlinigen Koordinaten

In den Koordinaten u;, u, und us zur Darstellung des Vektors ¥ = #(u,u»,us3) er-

_ 1 or

hdlt man mit den Basisvektoren e; = ;-3;
‘v 1

und mit h; =

or
ou;

fir das Skalarfeld

V(u1,u2,u3) und das Vektorfeld A(uy,up, u3) = >; Ay, (U1, U2, Uz)e; (U1, Uz, u3) die
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folgenden Darstellung der Differentialoperatoren:

gradV = VV = Zelﬁ aa;/
diVA:V-A:;[i(h, Ry A ) + =2 (M B Awy) + = (R, i, A )]
Moy Py gy L0y e s ) g WPt ) 0 Ut Pl Aus
1 0 a
TOtA =V XA= o, ey, [B_ (huy Auy) — (huzAuZ)]
1 0 3
+ hulhug €y, [ﬁ (hulAul) (hugAu3):|
1 0 a
e [y (et = g ()|
e e V) o (kv
A = T, [Bul ( N, Bu1> " w ( Ne, O
o (hyhy, av)}
+ —_— —_—
Us hug Us

Niitzliche Relationen
divgradV =V - VV = AV
rotgradV =V xVV =0

divrotA =V - (VX A) =
VIV+W)=VV+VW
V(VIW) =WVV + VVW

VX(AXxB)=A(V-B)-B(V-A)+(B-V)A-(A-V)B
V(V-A) -

V(A-B)=AX(VXB)+Bx(VXA)+(A-V)B+(B-V)A
V-(A+B)=V-A+V-B
VX(A+B)=VXA+VXB
V- (VA)=VV-A+VV_- A
VX (VA)=VVXA+VV XA
V:-(AXxB)=B:-(VxXA)—A-(V XB)
)
) =

VX(VXA
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A-4 ZUR FOURIERREIHE DER RECHTECKFUNKTION
A-4 Zur Fourierreihe der Rechteckfunktion

Fourierreihe: . v v
fx) = Qo > [ak cos (ZLX) + by sin(ZLx)]
2 & L L
mit

-k ungerade
ay = 0 y hk =T
0  k gerade

S 4 (2m@k-1)
f(x)—k;n(Zk_l)sm( T x)

Funktionsverlauf und Koeffizienten im Diagramm :

15 14
10 12
05 10
g oof E
05 b 04 E
ot 02 ‘ \ \ ! ]
15 00 L L L
0 05 1 15 2 01 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16

XL k
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Endliche Reihe:

Entwicklung bis N: Die ersten drei nichtverschwindenden
Komponenten:

15
10
05
0,0
-05
-10
-15

)

flx) = i by sin (mz—kx)

k=1
15 - - - 15 - - -
10 1 10 N
_ 05 ; 1 . 05F
2 00 4 E 00f
05 : 4 -05 |
10 10 b
s . | . 15 . |
0 05 15 2 0 05 1 15 2
XL XL
15 15
10 |¢ 1 10
— 05 1 . 05F
2 00 1 2 o0t
05 4 05
-10 10 b
15 15
0 05 1 15 2 0 05 1 15 2

XL XL
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A-5 Matrizen

Ein rechteckiges Zahlenschema der Form

an ay e A1n
aza azp v azn

A=| . . ) . (A.3)
am,l am,Z "t am,n

nennt man eine m x n-Matrix. Das Matrixelement a;; [andere gebréuchliche Schreib-
weise: (A); ;] steht in der i-ten Zeile und in der j-ten Spalte.

Besondere Matrixformen

Ist die Zahl der Spalten und Zeilen gleich, liegt also eine n x n-Matrix vor, spricht man
von einer quadratischen Matrix.

Die Matrix 0, bei der alle Matrixelemente verschwinden, a;; = 0, heilt Nullmatrix.

Eine quadratische Matrix D, bei der nur die Elemente auf der Hauptdiagonalen d;; von
Null verschieden sind,

dg 0 .- 0 0
0 doy 0 0
D= )
0 0 dn—l,n—l 0
0 0 0 dnn

heilt Diagonalmatrix.

Die Diagonalmatrix E (manchmal auch 1 genannt), bei der alle Diagonalelemente den
Wert d;; = 1 haben, heillt Einheitsmatrix.

Transponierte und adjungierte Matrizen

Vertauscht man in der Matrix A ihre Zeilen und Spalten, so erhilt man die zu A trans-
ponierte Matrix, die den Namen AT tragt. Im Beispiel aus Gleichung (A.3) erhalt man:

T T T
ayg,; QAip ottt Ay a, ai ot Am
T T T
Ay Azp c Ayp o | A2 Ade2 ot Am2
AT_ | ® : M (ag)
T T T
Ap1 Apg "t Ay Ain A2 " Amn
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Man beachte, dass so aus einer m X n- eine n x m-Matrix wird. Fiir die einzelnen Ele-
mente gilt entsprechend aiT’j = (AT)L-,A,- =aj; = (A),,;. Man kann sich das Transponieren
als Spiegelung der Matrixelemente an der Hauptdiagonalen vorstellen.

Im Fall komplexer Matrixelemente a;; definiert man dariiber hinaus die zu A adjun-
gierte Matrix A", die zusatzlich zum Transponieren noch komplex konjugiert wird,
A" = A" Fiir ihre Elemente gilt al, =AYy =a;; = (A);,.

Spur und Determinante

Fiir quadratische Matrizen A sind mit der Determinante det(A) und der Spur Tr(A) zwei
wichtige Skalare definiert, die sich eindeutig aus der Matrix ergeben. Die Determinante
ist aus ihrem eigenen Infoblatt bekannt. Die Spur einer n x n-Matrix A ist die Summe
ihrer Hauptdiagonalelemente:

n
Tr(A) = Z ai i
i=1

Symmetrische, antisymmetrische, hermitesche und antihermitesche
Matrizen:

Eine quadratische Matrix nennt man symmetrisch, wenn die Elemente a;; und a;,;, also
die beiden Elemente, die bei einer Spiegelung an der Hauptdiagonalen vertauscht wer-
den, gleich sind, a;; = a;,;. Fiir symmetrische Matrizen gilt A" = A, das heilit die Matrix
ist mit ihrer transponierten identisch.

Eine quadratische Matrix mit der Eigenschaft AT = —A nennt man antisymmetrisch
oder schiefsymmetrisch. Fur ihre Elemente gilt a;; = —a;;. Daraus folgt sofort, dass
alle Diagonalelemente verschwinden miissen a;; = 0.

Eine komplexe quadratische Matrix, die mit ihrer adjungierten identisch ist, A" = A,
nennt man hermitesch oder selbstadjungiert. Fur ihre Matrixelemente gilt a;; = a;;.
Entsprechend nennt man Matrizen mit der Eigenschaft A" = —A oder a,; = —a,; anti-
hermitesch.

Vektoren als Matrizen

Ein n-dimensionaler Spaltenvektor

a
a

N
Il

an

A
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kann als n x 1-Matrix aufgefasst werden. Die zugehdrige transponierte 1 x n-Matrix
a’ = (al az -+ an)

bezeichnet man als n-dimensionalen Zeilenvektor.

Gleichheit zweier Matrizen

Zwei Matrizen sind gleich, wenn alle ihre Elemente gleich sind.

Addition und Subtraktion

Zwei mxn-Matrizen A und B werden addiert oder subtrahiert, indem man die Elemente,
die sich an der gleichen Stelle befinden, aufaddiert oder von einander subtrahiert. Ein
Beispiel ist:

a1 a2 byy bip ain+byy ap b

A+B= ’ = ’ ) = ' ’ ’ ’

(012,1 az,z) (b2,1 bz,z) <a2,1 +by1 azp by
Multiplikation einer Matrix mit einer Zahl

Wird eine Matrix mit einer Zahl multipliziert, so multipliziert man jedes Element mit
dieser Zahl. Beispiel:

a, ap ca; caip
cA=c =
azi a2 cazy, cazp
Multiplikation zweier Matrizen

Die m x n-Matrix A und die n X p-Matrix B lassen sich in der Form multiplizieren, dass
als Produkt eine neue m X p-Matrix C entsteht, deren Elemente

cij = aixby;
X

lauten.

Die Multiplikation merkt man sich am einfachsten, indem man die Matrizen - nach
etwas Ubung ganz automatisch in Gedanken - in Zeilen- und Spaltenvektoren aufteilt.
Fiir die Matrix A erhalt man m Zeilenvektoren der Dimension n:

T
a;,; i - din az
T
az azp» e a2 n az,
A= . . . . =
T
am,l am,Z "t am,n aZm
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Entsprechend kann man die Matrix B in p Spaltenvektoren der gleichen Dimension n
aufteilen:

b1,1 b1,2 e bl,p
bZ,l b2,2 e bz,n

B = . . . . = (b51 bs, - bSp)
bn,l bn,Z "t bn,n

Dann lassen sich die Elemente der Matrix C als Skalarprodukte dieser Vektoren verste-
hen:

az -bs az; -bs, --- az - bg,

az -bsi  az;-bsy -+ az-bg
C =

azm -bsi azm -bsy --- Az - bsy

Naturlich schreibt man das nie in diesen Schritten auf, sondern stellt sich nur die ent-
sprechenden Zeilen und Spalten vor und multipliziert diese im Kopf. Als Regel merkt
man sich, dass Matrizen multipliziert werden, indem man Zeilen mit Spalten multipli-
ziert.

Man beachte, dass das Matrixprodukt nicht kommutativ ist. Fiir das Produkt zweier
Matrizen A und B heilt das im Allgemeinen AB + BA. Selbstverstandlich sind die
beiden Reihenfolgen nur dann moglich, wenn A eine m X n-Matrix und B eine n x m-
Matrix sind.

Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor

Eine Multiplikation eines n-dimensionalen Vektors mit einer m x n-Matrix funktioniert
exakt so wie die Multiplikation zweier Matrizen, wenn man einen n-dimensionalen Spal-
tenvektor b als n X 1-Matrix auffasst:

T
az; az - b
T
az az-b
Ab = b=
T
Azm Azm * b

Das Ergebnis ist ein m-dimensionaler Spaltenvektor. Analog gilt fiir einen m-dimensionalen
Zeilenvektor hT, den man als 1 X m-Matrix verstehen muss:

bTA = bT (ﬂsl as) e agn) = (h - ag) b - as) s b - asn)

Skalarprodukt als Matrixprodukt

Das Skalarprodukt a - b kann im Sinne des Matrixprodukts als Multiplikation des Zei-
lenvektors a® mit dem Spaltenvektor b verstanden werden:

a-b=a'b (A.g)
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Dyadisches Produkt

Mit dem dyadischen Produkt

a b1 aq bz e ay bm

b bT azbl azbz e azbm
al®p=a =

anbl anbz et anbm

wird aus den Vektoren a und b eine Matrix gebildet. Dazu wird der n-dimensionale
Spaltenvektor @ mit dem m-dimensionalen Zeilenvektor b im Sinne des Matrixpro-
dukts multipliziert. Es entsteht eine n x m-Matrix

Inverse Matrix

Gibt es zu einer n x n-Matrix A eine weitere n x n-Matrix B, fiir die gilt, dass das Produkt
von B mit A die Einheitsmatrix E ergibt, so nennt man B die Inverse zu A und schreibt
B = A", Es gilt also:

AT'TA=AAT'=F
Nicht jede Matrix besitzt eine Inverse. Gibt es jedoch eine Inverse zu A, nennt man A
invertierbar. Wie man die Inverse berechnet, wiirde den Umfang dieses Blattes spren-

gen. Das kommt aber ganz sicher in der Mathematik. In ein paar Spezialféllen, die auf
diesem Blatt vorkommen, erhélt man die Inverse auf einem sehr einfachen Weg.

Inverse und Transponierte bei Produkten von Matrizen

Die Inverse eines Produktes AB von Matrizen ist
(AB)"' =B'A™!,
wie sich leicht zeigen lasst, denn:

(AB)'AB=B'A'AB=B'EB=B'B=E
T QE._J

Fiir die Transponierte des Produktes AB findet man mit etwas Uberlegung:

(AB)T = BTA"
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Orthogonale Matrizen

Eine n X n-Matrix

g N2 - Tin
20 T2 v Togn

R = . . . . = (1’51 Ysp - 'TSn)
T Tn2 ot Ynn

nennt man orthogonal, wenn alle ihre Spaltenvektoren #g; paarweise orthogonal aufein-
ander stehen und auf 1 normiert sind, wenn also rs;-rs; = §;; furallei,j € {1,2,...,n}
gilt. Das gilt dann automatisch auch fiir ihre Zeilenvektoren. Ausgedriickt tiber das Ma-
trixprodukt kann man diese Bedingung sehr einfach schreiben:

RRT=R'R=E

Das heil’t also, das Produkt einer orthogonalen Matrix mit ihrer Transponierten ergibt
die Einheitsmatrix. Oder anders ausgedriickt: Die Transponierte einer orthogonalen Ma-
trix ist ihre Inverse.

Es lasst sich leicht beweisen, dass die Menge aller orthogonalen n x n-Matrizen eine
Gruppe bilden. Man nennt sie die orthogonale Gruppe O(n). Ebenfalls kann man einfach
berechnen, dass eine orthogonale Matrix nur die Determinante +1 oder —1 haben kann.
Die orthogonalen n x n-Matrizen mit der Determinante +1 bilden eine eigene Gruppe,
eine Untergruppe von O(n), die spezielle orthogonale Gruppe heift und mit SO(n)
bezeichnet wird.

Drehungen im Raum mit Matrizen aus SO(3)

Die Matrizen aus SO(3) sind in der Mechanik besonders wichtig, weil sie Drehungen
beschreiben. Wird ein Vektor x auf eine orthogonale Matrix R multipliziert, x’ = Rx,
andert er nur seine Richtung, nicht seine Liange. Dass x’ und x den gleichen Betrag
haben, ldsst sich sehr einfach berechnen. Dazu gehen wir vom Betragsquadrat aus und
schreiben das Skalarprodukt wie oben als Matrixprodukt:

(As) (A4)

x - x' = (Rx) - Rx 2 (Rx)"Rx @ x"R"Rx = x"x ¥ x - x
Ein einfaches Beispiel fiir eine Drehung um den Winkel ¢ um die z-Achse ist die Ma-
trix

cos(p) —sin(p) O
R.(p) = | sin(p) cos(p) O
0 0 1

A
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Wihlt man den Vektor a® = (1 0 0) und @ = 17/2, sollte die Matrix den Vektor a
gerade auf die y-Achse drehen. Kommt das so heraus?

0 -1 0)\/1 0
R.(m/2)a=|1 0 0]]0]=]1
0 0 1/\0 0

Schiefsymmetrische 3 x 3-Matrizen

Aus der Bedingung a;; = —aj; fur schiefsymmetrische Matrizen lasst sich ablesen,
dass die Diagonalelemente a;; verschwinden miissen, a;; = 0. In drei Dimensionen hat
eine schiefsymmetrische Matrix

0 — W3 w»?
Q=| w3 0 —wq
—W» w1 0

also nur drei Komponenten. Die Multiplikation einer solchen schiefsymmetrischen Ma-
trix Q mit einem Vektor kann mit Hilfe des Vektorprodukts umgeschrieben werden
in

Qa=wxa,
wobei
w1
w = | W
w3

Unitidre Matrizen

In Erganzung zu den orthogonalen Matrizen sei noch angemerkt, dass ihre Entspre-
chung bei komplexen Matrizen die unitdaren Matrizen sind. Fiir unitdre Matrizen gilt:

UU ' =U'U=E

Symplektische Matrizen
Wesentlich wichtiger werden in der kanonischen Mechanik aber - je nach gewdhltem
Schwerpunkt - symplektische Matrizen werden.

Die reellen symplektischen (2n x 2n)-Matrizen bilden ebenfalls eine Gruppe. Zu ihr
gehoren alle Matrizen M, die

M'JM = J
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mit der Matrix

0, E,
(% o)
erfiillen. Dabei sind 0, und E, die n x n-Null- und -Einheitsmatrizen. Symplektische

Matrizen haben die Determinante +1 und die Inverse einer symplektischen Matrix lau-
tet:

M= J M7y mit Jl=JT=-_g
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