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o

VORWORT

INFOBLATTER

mit der Matrix
_ 0, E,
- (% )
erfiillen. Dabei sind 0,, und E, die n x n-Null- und -Einheitsmatrizen. Symplektische

Matrizen haben die Determinante +1 und die Inverse einer symplektischen Matrix lau-
tet:

M= J'MTJ mit Jl=JT=—_g
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Orthogonale Matrizen

Eine n X n-Matrix

g N2 0 TNin
21 T2 vt 2n

R = . . . . = A%S Ysy - ._\?v
Yn1 Tn2 - Yun

nennt man orthogonal, wenn alle ihre Spaltenvektoren #g; paarweise orthogonal aufein-
ander stehen und auf 1 normiert sind, wenn also rs;-rs; = 6;; furalle i, j € {1,2,...,n}
gilt. Das gilt dann automatisch auch fiir ihre Zeilenvektoren. Ausgedriickt tiber das Ma-
trixprodukt kann man diese Bedingung sehr einfach schreiben:

RRT=R'R=E

Das heilt also, das Produkt einer orthogonalen Matrix mit ihrer Transponierten ergibt
die Einheitsmatrix. Oder anders ausgedriickt: Die Transponierte einer orthogonalen Ma-
trix ist ihre Inverse.

Es lasst sich leicht beweisen, dass die Menge aller orthogonalen n x n-Matrizen eine
Gruppe bilden. Man nennt sie die orthogonale Gruppe O(n). Ebenfalls kann man einfach
berechnen, dass eine orthogonale Matrix nur die Determinante +1 oder —1 haben kann.
Die orthogonalen n x n-Matrizen mit der Determinante +1 bilden eine eigene Gruppe,
eine Untergruppe von O(n), die spezielle orthogonale Gruppe heillt und mit SO(n)
bezeichnet wird.

Drehungen im Raum mit Matrizen aus SO(3)

Die Matrizen aus SO(3) sind in der Mechanik besonders wichtig, weil sie Drehungen
beschreiben. Wird ein Vektor x auf eine orthogonale Matrix R multipliziert, x’ = Rx,
andert er nur seine Richtung, nicht seine Linge. Dass x’ und x den gleichen Betrag
haben, ldsst sich sehr einfach berechnen. Dazu gehen wir vom Betragsquadrat aus und
schreiben das Skalarprodukt wie oben als Matrixprodukt:

A. A- A..
A Rx)TRx @ xTR"Rx = x"x ' x . x

x"-x" = (Rx) - Rx
Ein einfaches Beispiel fiir eine Drehung um den Winkel ¢ um die z-Achse ist die Ma-
trix

cos(p) -—sin(gp) O
R.(p) = | sin(p) cos(p) O
0 0 1
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DIFFERENTIALRECHNUNG

Wollen wir die Momentangeschwindigkeit wissen, miissen wir den (zeitlichen) Abstand
zwischen beiden Punkten gegen O gehen lassen.

x(t* + At) — x(t*)

Ui = lim At (1.2b)
b) Definition

Die Ableitung beschreibt, wie sich eine Funktion f (x) in Abhéngigkeit von ihrem Argu-
ment x andert. Sie ist tiber den Differentialquotient

af _ d o o flx+Ax) - f(x)
dx QX\CS =f100 = limy Ax (1.3)
definiert. Die Funktion f(x) heilt differenzierbar, wenn dieser Grenzwert existiert.

y

Als Tangente bezeichnen wir eine Gerade, die die Funktion im Punkt x, beriihrt und
dort die Steigung f’ (xo) hat.

c) Hohere Ableitung

Hohere Ableitungen folgen dem gleichen Schema.

Frage: Wie dndert sich f’(x) mit x?

Antwort:
d? d d d ,,
w3) lim \4 (x + Ax) — r\u (x) (1.4a)

Ax—0 Ax

Sofern die Grenzwerte existieren, lassen sich Ableitungen beliebiger Ordnung n bil-
den:

a Fx) = fF™(x) @ lim F D (x + Ax) — £V (x)

4b
dxn (1.42) Ax—0 Ax (1.4b)

INFOBLATTER A

Entsprechend kann man die Matrix B in p Spaltenvektoren der gleichen Dimension n
aufteilen:

by, bip --- F.m
wm._ wN.N e wm.m

B = . . . - A@E WMN e Wmuv
~u:._ @:.m et T:.m

Dann lassen sich die Elemente der Matrix C als Skalarprodukte dieser Vektoren verste-
hen:

az -bs az; -bs, - az - wmu

az - bs az b - az - w%
C =

azm-bs1 azm-bsy -+ aAzm-bsy

Naturlich schreibt man das nie in diesen Schritten auf, sondern stellt sich nur die ent-
sprechenden Zeilen und Spalten vor und multipliziert diese im Kopf. Als Regel merkt
man sich, dass Matrizen multipliziert werden, indem man Zeilen mit Spalten multipli-
ziert.

Man beachte, dass das Matrixprodukt nicht kommutativ ist. Fiir das Produkt zweier
Matrizen A und B heillt das im Allgemeinen AB + BA. Selbstverstdndlich sind die
beiden Reihenfolgen nur dann moglich, wenn A eine m X n-Matrix und B eine n x m-
Matrix sind.

Multiplikation einer Matrix mit einem Vektor

Eine Multiplikation eines n-dimensionalen Vektors mit einer m X n-Matrix funktioniert
exakt so wie die Multiplikation zweier Matrizen, wenn man einen n-dimensionalen Spal-
tenvektor b als n x 1-Matrix auffasst:

T
az az -b
T
az» az b
Ab = . b=
T
Azm Azm - b

Das Ergebnis ist ein m-dimensionaler Spaltenvektor. Analog gilt fiir einen m-dimensionalen
Zeilenvektor b, den man als 1 X m-Matrix verstehen muss:

@H} = mu._, ASFS as» e ﬁm:v = A@ - asy b - as» e b - ﬁm:v

Skalarprodukt als Matrixprodukt

Das Skalarprodukt a - b kann im Sinne des Matrixprodukts als Multiplikation des Zei-
lenvektors a® mit dem Spaltenvektor b verstanden werden:

a-b=a"b (A.4)
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1.1 7 DIFFERENTIALRECHNUNG

~ lim A:C«  A%) v(x + Ax) —v(x) N u(x + Ax) — u(x) ixvv
Ax—0 . AXx , Ax
chCQ H=w63
=ulx)v'(x)+u(x) vix) (1.6)
b) Verkettete Funktionen
Betrachte f(g(x)), fiihre ein:
Ag =9g(x +Ax) —g(x) (1.7a)
Af we i fO+AX)) = f(g(x)
dx Ax=0 Ax
(73) 1. flg+A4g) - flg) Ag
= limy A Ax D,Qv
- lim Té +Ag) - f(9) glx +Ax) - Exvv
AX—0 Ag Ax
Ag—0
i £9*+89) = f(@) | gx+AX) ~g(x)
Ag—0 Ag Ax—0 Ax
_ df(gx)) dg(x)
B dg dx (1.8)
Beispiele:
f(x) = x sin(x)
f'(x) =sin(x) + x cos(x)
g(x) = e’
g (x)=-2 xe
¢) Quotienten von Funktionen
Quotientenregel:
d f(x) 0o f(x) 1Y
g g T A,ﬁxvv
ws f1(x) 1
R TE I ATE T
_fx) g(x) \mc«v g'(x) (L.9)
g(x)

INFOBLATTER

Man beachte, dass so aus einer m X n- eine n x m-Matrix wird. Fiir die einzelnen Ele-
mente gilt entsprechend a;; = (A");; =a;; = (A);;. Man kann sich das Transponieren
als Spiegelung der Matrixelemente an der Hauptdiagonalen vorstellen.

Im Fall komplexer Matrixelemente a;; definiert man dariiber hinaus die zu A adjun-
gierte Matrix A', die zusatzlich zum Transponieren noch komplex konjugiert wird,
A" = A", Fiir ihre Elemente gilt Pﬁ. =AY =a;; = (A

Spur und Determinante

Flir quadratische Matrizen A sind mit der Determinante det(A) und der Spur Tr(A) zwei
wichtige Skalare definiert, die sich eindeutig aus der Matrix ergeben. Die Determinante
ist aus ihrem eigenen Infoblatt bekannt. Die Spur einer n X n-Matrix A ist die Summe
ihrer Hauptdiagonalelemente:

Tr(A) = M ai;

i=1

Symmetrische, antisymmetrische, hermitesche und antihermitesche
Matrizen:

Eine quadratische Matrix nennt man symmetrisch, wenn die Elemente a;; und a;, also
die beiden Elemente, die bei einer Spiegelung an der Hauptdiagonalen vertauscht wer-
den, gleich sind, a;; = a;,;. Fir symmetrische Matrizen gilt AT = A, das heiRt die Matrix
ist mit ihrer transponierten identisch.

Eine quadratische Matrix mit der Eigenschaft AT = —A nennt man antisymmetrisch
oder schiefsymmetrisch. Fur ihre Elemente gilt a;; = —a;;. Daraus folgt sofort, dass
alle Diagonalelemente verschwinden miissen a; ; = 0.

Eine komplexe quadratische Matrix, die mit ihrer adjungierten identisch ist, Al = A,
nennt man hermitesch oder selbstadjungiert. Fir ihre Matrixelemente gilt a;; = a; ;.
Entsprechend nennt man Matrizen mit der Eigenschaft At = —A oder aij = —a,;,; anti-
hermitesch.

Vektoren als Matrizen

Ein n-dimensionaler Spaltenvektor
ay
az
a =

an

11:
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INTEGRALRECHNUNG

Andert sich v stindig, muss At gegen Null gehen. At — dt
Das fiithrt uns auf das infinitesimale Wegelement ds = v (t) dt.
Dies wiederum fihrt auf die Integration:

t
As = EQQV& (1.11)

to

Das Integral

b b
I= %\Axvak = H dx f(x) (1.12)

ist Uiber einen Grenzwertprozess definiert.
Betrachte dazu:

f(x)

& & & & & X

Das Intervall a < x < b wird in »n kleine Intervalle a < & < & < --- < &, < b mit

Funktionswerten f (x;) aufgeteilt, wobei &;_; < x; < &;.

Mit diesen Intervallen kann eine Summe geformt werden:

S=> flx)(&E - &-1) (1.13)

i=1

Lasst man die Teilintervalle gegen Null gehen (und n — ), erhdlt man das Riemann’sche
Integral:

b-a
n

(1.14)

n—o

@ n
%\C@ax =lim > f(x;)Ax, mitAx =
4 i-1

Eine Funktion f(x) heilt integrierbar, wenn dieser Grenzwert existiert und eindeutig
ist (unabhangig von der Wahl der x; und &;).

Endliche Reihe:

Die ersten drei nichtverschwindenden
Komponenten:

15
1,0
05
00

05

-1,0

-15

Entwicklung bis N:

()

1(x)

9
pRoooR
tononon

(%)

9
prooopE
Gomonon
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INTEGRALRECHNUNG

Betrachte dazu zuerst:

X+Ax X+Ax

F(x + Ax) = H%Axvaﬁci%\gvazgﬁ % f(u)du

X+Ax
=F(x)+ _\ fu)du (1.16a)
X
Daraus folgt dann:
X+AX
F(x + Ax) — F(x) “29 % Fu)du (1.16b)
und die Ableitung lautet:
bwc& ~ lim F(x + Ax) — F(x)
dx AX=0 Ax
X+Ax
I fw)ydu
Aerv_:ﬁ X
Ax—0 Ax
o o f(OAX
= lim = = f(x) (1.17)

Mit diesem Ergebnis definiert man die Stammfunktion oder das unbestimmte Integral:

F(x) = %\C& dx (1.18)

F(x) ist immer dann Stammfunktion von f(x), wenn gilt 4 cg = f(x). Die Funktion
f(x) hat unendlich viele Stammfunktionen, denn wenn F CS mSEE?E&os ist, dann
auch G(x) = F(x) + c.

b) Beziehung zum bestimmten Integral

Notation:

.—%C«v%ﬁnm@vlmgvuﬁ F(x)1, =Fx)5

INFOBLATTER 7 A
folgenden Darstellung der Differentialoperatoren:
gradV = VV = M.SM M”M
&iuq&u%ﬁbc_s» )+ = (M s Aw,) + = (R o, A L
~s=_-=NN~:w F) u tuzug m~hm uy ftuzAup mﬁhw uy "tuztug
0 0
IOtA=VXA=-—" ho : T Arﬁbﬁvlm‘:w@ﬁb:wL
0 0
+ E 5 _Hm‘ :Ebfv mﬁ_ A:fbfvu_
0
: : _H®| A:§N>SNV ®=N A:e:}s:v”_
Uy =N
AV = 1 4 s, ey m|< + h hu, by m|<
w~=_-=m us3 mﬁﬁH ww:_ mﬁhH m~hw -=N mﬁhm

.0 (huhe 2V
m:& FSW m:w

Niitzliche Relationen

divgradV =V - VV = AV

rotgradV =V xVV =0

divrotA=V - (VxA) =0

VV+W)=VV+VW

V(VW)=WVV +VVW

V(A-B)=AX(VXB)+Bx(VxXA)+(A-V)B+ (B-V)A
V-(A+B)=V-A+V: B
VX(A+B)=VXA+VXB

V-(VA)=VV-A+VV- A

VX (VA)=VVXA+VVXA
V-(AXB)=B-(VxA)—-A-(VXB)
VX(AXB)=A(V-B)-B(V-A)+(B-V)A-(A-V)B
VX(VXA)=V(V-A)-AA
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1.2 7 INTEGRALRECHNUNG

Beispiel 2:
Wichtig ist, die Grenzen auch zu substituieren.
X1
I= %xmxvgxwv dx

X0

_RNHSURH)\Q. —=2x~dx=—-—=7—=

u%&leﬁai N

X
= W _\mxwge: d
3
= 1 exp(au)
2a
1

=5 mxchv

2
X1

2
X0

X1

X0

Formale Regel der Integration durch Substitution:

g~ 1(b)

| axgwreen

g~a)

b
TG\ fly) =

y=g(x)

b) Partielle Integration

Formale Regel der partiellen Integration:
b b
| Fre0gt0dx = Feogell - [ fi0g o ax

Herleitung:
Fa00 = [(Fxg(x) dx
- [(F g + Fixg (x)) ax
- [regeax+ [ feogoa
[ Freogeax = Fxgeo - [ Fog o ax

|%%C«v,®ngmx

(1.22)

(1.23)

INFOBLATTER
A-3 Zu den Differentialoperatoren

Definition des Nabla-Operators in kartesischen Koordinaten

3 2 I
—e,— = g _|a
V=exg ey oy %5z m“ww
Gradient
gradV(r) = VV(r) = ey ov(r) + e, ovir) +e; ov(r) (kartesische Koordinaten)
ox oy 0z
=€ oV (r) +eyp 1ovir) aNm‘\S (Zylinderkoordinaten)
o Yo op 0z
_ . ov(r) 19V(r) 1 v N
= ey ar +$ﬁ 39 +neﬁm5w T (Kugelkoordinaten)
Divergenz
divA(F) = V- A@r) = 24 04,()  0A:(r)
ox oy 0z
10 10Ag(r) | 0A:(r)
=39 mmE\{Q\: + 0 g 3z
_10 1 1 0A,(r)
o2 ?\:\ Liv.fﬁm:yw mwgilmﬂbmv+ﬁm5w o

Ein Vektorfeld mit divA = 0 heillt ,,quellenfrei”.
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INFOBLATTER

A-2 Zur Berechnung von Determinanten

In der Vorlesung wurde die Jacobi-Determinante im Zusammenhang mit mehrdimen-
sionalen Integralen eingefiihrt. In diesem Abschnitt soll darauf eingegangen werden,
wie man eine Determinante berechnet.

Zur Determinante

Eine Determinante ist eine Abbildung, die einer quadratischen Matrix eindeutig eine
Zahl zuordnet. Diese kann reell oder komplex sein. Das hdangt von den Matrixelementen
ab. Man schreibt fiir die N x N-Matrix

air  app e aiN a,  aip e aiN
a,; - : az1
A= , detA=
. AN-1,N . T AN-1,N
anag  ***  ANN-1 AanN.N ang -+ ANN-1 AanN N

und meint mit letzterem die Determinante von A.

Zur Berechnung einer Determinante

Allgemein lasst sich eine Determinante mit dem Entwicklungssatz berechnen. Dieser
besagt, dass fiir eine Determinante gilt:

N

detA = > (-1)"*a,, detA,, (1 <pu <N, fest) (A1)
v=1
N

detA = > (-1)"*Va,, detA,, (1 <v <N, fest) (A.2)
pu=1

Dabei ist A,y in Gleichung (A.1) die Untermatrix, bei der sowohl die Zeile u als auch
die Spalte v, also die Zeile und die Spalte, in denen das Matrixelement a,, steht, ent-
fernt wurden. Dies ist nun eine (N — 1) x (N — 1)-Matrix, also eine Dimension kleiner
als die Matrix A. Den Entwicklungssatz kann man rekursiv anwenden, bis man bei ei-
ner 1 x 1-Matrix angekommen ist, deren Determinante einfach das einzige verbleibende
Matrixelement ist. Da man in Gleichung (A.1) tiber alle Matrixelemente der Zeile y sum-
miert, spricht man in diesem Fall von der ,,Entwicklung nach der u-ten Zeile“. Ganz ana-
log kann man sich iiberlegen, wie die ,Entwicklung nach der v-ten Spalte® in Gleichung
(A.2) funktioniert. Uber den Entwicklungssatz ist der Wert einer Determinante definiert,
d.h. der Satz ist mehr als eine Berechnungsmethode. Er legt eindeutig fest, was der Wert
einer Determinante ist. Fiir kleine Matrizen gibt es einfache Formeln, so dass man sich
den - im ersten Moment vielleicht kompliziert wirkenden - Entwicklungssatz fir diese
nicht merken muss.
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2.2 TAYLORREIHE

Oft reicht es fiir eine lokale Umgebung von x, (x — x, ist klein), niedrige Potenzen zu

betrachten:
fr2(x) =ag +a;(x — xp) +ax(x — x0)* (quadratische Naherung)

fr2(x) ist meist wesentlich einfacher und macht das Integrieren, Losen von Differenti-
algleichungen, etc. einfacher oder tiberhaupt erst moéglich.

2.2 Taylorreihe

Wie sieht eine Potenzreihe fp(x) einer Funktionf(x) um x = x, aus?

fr0) =S a,(x - xo)"

n=0
Setze x = xy. Aus der Forderung f(xo) = fr(xo) und aus fp(xo) = ao + 0 folgt:
ao = f(xo) (2.2a)

Es muss auch gelten f'(x¢) = fp(xo):

0

Fr(x) =D ann(x —xo)"!

n=1
frlxo) = ar = £ (x0) (2.2b)

Weiterhin:

> apn(n-—1) (x —xo)" 2
n=2

(x0) = 2as = £ (x0)

P (%)

oder a, = W%:C«% (2.20)

Fortsetzen des Verfahrens fiihrt auf die Formel von Taylor:

o) = X (x0) (x = x0)" (2.3)
n=0 """

Anmerkungen:

» Hier wurde vorrausgesetzt, dass die Potenzreihe existiert und f(x) beliebig oft
differenzierbar ist.

» Eine Potenzreihe muss nicht immer konvergieren. Meist ist die Konvergenz nur
innerhalb eines Konvergenzradius gegeben, d.h. fir |x — x| < 7.

» Eine Taylorreihe mit xo = 0 heilkt McLaurin-Reihe.

14

INFOBLATTER

A-1 Ein paar wichtige Funktionen

Exponentialfunktion und natiirlicher Logarithmus

INFOBLATTER

Funktion e~ In(x)
Ableitung eX w
Stammfunktion eX +c¢ xIn(x) —x+c¢
Umkehrfunktion In(y) er
Trigonometrische Funktionen

Funktion sin(x) cos(x) tan(x) cot(x)
Zusammenhénge (e —e )  1(e¥ +e¥) wﬁmw mﬁww
Ableitung cos(x) —sin(x) prvvTE e
Stammfunktion —cos(x) +c¢ sin(x) + ¢ —In|cos(x)|+¢c Inl|sin(x)|+c
Umkehrfunktion arcsin(y) arccos(y) arctan(y) arccot(y)

. 1 1 1 1
Ableitung w3 Tt Ti,2 152
Hyperbelfunktionen
Funktion sinh(x) cosh(x) tanh(x) coth(x)
Definition TeX—e™)  J(e¥+e™) Mﬁ”ﬁw Cosh)
Ableitung cosh(x) sinh(x) pewy. Ty e~ T
Stammfunktion cosh(x) + ¢ sinh(x) + ¢ In(cosh(x)) +c¢ In|sinh(x)| +c¢
Umkehrfunktion Arsinh(y) Arcosh(y) Artanh(y) Arcoth(y)

: 1 1 1 1
Ableitung Tt et 57 -7
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BEISPIELE

2mot 1
k ok|  a-ik

2T 0 a+ik+a

T\SLSL o TL?:@L

FOURIERREIHEN UND FOURIERTRANSFORMATION
) 1 o

0 a+ik 0

—_—

=1

=1

—-ik 4w 0 a

Tk ok a?+k?
_4m —2ak 8ma
k (a2 +k?2)2 ~ (a? + k2)?

k 0k a2 + k2
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3.2 APPROXIMATION DER 6-FUNKTION

3.2 Approximation der -Funktion

Die 6-Funktion lasst sich nur iiber (3.1) angeben. Man kann keine explizite Funktion
nennen. Es gibt aber Approximationen, zum Beispiel:

1 1
n falls - — <x < —
On(x) = 2n 2n (3.32)
0 sonst
n .
%SAXV = /\‘mm Awwﬁuv
n 1
On(x) = T 1+ ikl (3.30)
50 () = S (3.3d)
X
Flr alle Funktionen gilt:
lim 6,(0) — o
Nn—o
lim 6,(x #0) — 0 (3.4)

n—oo

Die Grenzwerte existieren also nicht fiir x = 0. Trotzdem kann man sie als Approxima-
tion der §-Funktion verstehen in dem Sinn, dass

X0+€

Iim | f(x)én(x —x0)dx = f(x0) (3.5

n—oo
Xp—¢&

BEWEIS fiir (3.3a):

1

Seia > 5.:
xXo+a
w@ﬁ f(x)0n(x)dx
xXp—a
X0+ 2
B39 1im :\AXVQRH_E@:TJ AXQ+FV|~”ARO|FVV
n—o Nn—oo 2n 2n
X0 75
_1 F(xo+%)—F(xo-%
mH: MWH%A A Nvm A mvv HM:A.XOVH\,A.XOV

Oft schreibt man: lim 6,,(x) = d(x).

Nn—oo

Aber Vorsicht: Das setzt die Vertauschbarkeit von Integration und Grenzwert in (3.5)
vorraus! Der Grenzwert existiert aber nicht fiir x = 0! Diese Schreibweise darf nicht
wortlich genommen werden. Sie steht symbolisch fiir (3.5).

18

FOURIERREIHEN UND FOURIERTRANSFORMATION 9
c) Faltung
Wir betrachten das Produkt
Ji(x) = g(x)h(x) (9.17a)

zweier Funktionen g und h und seine Fouriertransformierte:

(9-8)

FHEOIKR) = fik) 2 ﬁ 90 h(x)e* dx

0

3D % dx g(x) % Sy —x)h(y)dy e *x

—o0
J

:@3

(9:11b) H dx g(x) % dy % _v Q%Q\RC\\XV:AQ\V o~ tkx

_—
S(y—x)

|~

2

3

Il
I\J‘H
3
gt g ——g p——z2

d? % dx g(x)eitk-0x % dy h(y)e it
F(g)k-4€) Fh))al

gk —0)h(£)de (9.17b)

™
3=

Man nennt das Integral
%&»LQS& (9.18)

Faltung von § mit h.

Das Ergebnis dieser Rechnung ist also, dass die Fouriertransformation des Produkts

zweier Funktionen g und h die Faltung der beiden Fouriertransformierten § und h
ergibt. Umgekehrt gilt fiir die Faltung

L0 = [ g0 nix-yay,

dass ihre Fouriertransformierte
F(fo) (k) = §(k) h(k) (9.19)

gerade das Produkt der beiden Fouriertransformierten § und h ist.
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3.4 7 BEISPIELE FUR DIE ANWENDUNG DER 6-FUNKTION

3.4 Beispiele fiir die Anwendung der §-Funktion

o

[ 60 G- 1) - 56+ 1) ax = F) - fe)

2
%R&C« —-1dx =1
51
2

%XJC«.TNVQX =0

-1

% e ¥S(x -y dx =e’

—0

% F(08(x - x0) dx = f(x0)

% 3x%8(x +2)dx =12

(3.12a)

(3.12b)

(3.120)

(3.12d)

(3.12€)

(3.12f)

FOURIERREIHEN UND FOURIERTRANSFORMATION 9

Fur die Umkehrung muss dann also gelten:

©

QnL Am\%s:vmv — % % m\;mm;x dk

—o0

©

= % % ek dk = §(x - a)

—00

Das heil’t, wir haben eine neue, wichtige Darstellung der 6-Funktion gefunden:

o(x —a)

% .—.8 &:2\«\3 ﬁ:A
o (9.11b)

— % %8 mw:ikwa: QNA

b) Wichtige Fouriertransformierte
Wichtige Fouriertransformierte, die haufig in der Physik eine Rolle spielen, sind:
» Fouriertransformation der §-Funktion:

F5(x)) (k) “2¥1 (9.12)

» Fouriertransformation der 1:

o0

F) (k) = % e dx 1Y 2115 (k) (9.13)

—o0

» Fouriertransformation der Gaul-Funktion:

N\SXN m\tax dx

Fle ™) (k) =

=,/—e 4, a>0 (9.14)
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NOTWENDIGKEIT UND DARSTELLUNG

4.1.2 Polare Darstellung

Reelle Zahlen konnen auf einer Achse dargestellt werden.

Fir komplexe Zahlen benotigt man entsprechend Gleichung (4.4) zwei reelle Achsen.
Sie werden in der komplexen Zahlenebene oder Gauf’schen Ebene dargestellt.

v =Im(z)

X0 x = Re(z)

N

Man sieht, dass jede komplexe Zahl eindeutig durch den Betrag

r=|z|= /\XN + 2 = /\WmANvN + Im(z)? (4.5a)
und durch das Argument oder die Phase

@ = arctan ANV = arctan A WMMMWV

x
beschrieben werden kann. Diese Art der Darstellung wird Polar-Darstellung genannt.

(4.5b)

Umrechnung:
Re(z) = x = ¥ cos(p) (4.6a)
Im(z) = y = ¥sin(p) (4.6b)
oder:
z =vrcos() +irsin(p) = r(cos(p) + isin(p)) (4.60)

—_— —
x y

FOURIERREIHEN UND FOURIERTRANSFORMATION 9

formation tiber f(x) und mit (9.1) kann f(x) eindeutig dargestellt werden.

Das kann man als Basisentwicklung verstehen, bei der sin(wyx) und cos(wyx) die Ba-
sisfunktionen darstellen und die Koeffizienten ay, by den Beitrag der einzelnen Basis-
funktionen zu f(x) festlegen.

Man kann dies mit der Basisdarstellung eines Vektors vergleichen:
a = M ae;
i

Frage : Gibt es so etwas auch fiir nichtperiodische Funktionen?
Antwort : Ja, dafir finden Integraltransformationen Anwendung.

In diesem Kapitel werden wir die Fouriertransformation kennen lernen. Eine weite-
re nennenwerte aber hier nicht behandelte Integraltransformation wéare die Laplace-
Transformation.

Fir die Fouriertransformation betrachten wir zunéchst:

F(x) (9-62) M. Cn XD AN:NSXV

n=-co
kn
o 2w 1 21T

= M ﬂmhh:mvﬁuﬁsﬂSvﬂv

n=—oo
(S - ——

% S Ak e fky) (9.72)

n=—o

f(ky) kann als Funktion von k,, aufgefasst werden, weil zu jedem n eindeutig ein k,,
gehort.

Man kann nun eine nichtperiodische Funktion als eine Funktion mit unendlicher Periode
auffassen:

L—oc, Ak-0

Dann:

Flx) = % % Pk e~ dk (9.7b)

xo+L
mit f(k) *Z' L ¢, @ghw % f(x) e k< dx

X0

= H f(x) et** dx (9.70)
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RECHNEN MIT KOMPLEXEN ZAHLEN

Wir halten also fest:

z=x+1iy
=r(cos(@) + isin(g))

= rel?

Der letzte Term heilt Euler-Darstellung.

4.2 Rechnen mit komplexen Zahlen

» Gleichheit zweier komplexer Zahlen

z1=zy = x1=xund y; = »»

» Addition und Subtraktion

N_+NNHVS+~.Q\H+XN+~.Q\N

= (X1 +x2) + (Y1 +)2)

Z1— 2 = (X1 —x2) + ()1 — 2)

» Multiplikation

Z1 -2 = (X1 + i) (2 +1y2)
= X1X2 +1X1)2 + X2 V1 — V1)
= (x1X2 = 1)2) + U(x1Y2 + X21)

oder mit:

r1(cos(@y) +isin(@;)) = r1e'®

Z

Za = 12 (cos(2) +isin(@s)) = r,e'??

Z1 -2y =11 el (@1+®2)

nra(cos(@y + @2) + isin(p; + @2))

(4.7

(4.8)

(4.9)

(4.10)

Argumente addiert.

Merke: Bei der Multiplikation werden die Betrdage multipliziert und die

» Komplexe Konjugation

Z=x+1iy=x—-1y

(4.11)

Z heilt zu z komplex konjugiert. Die beiden Zahlen unterscheiden sich nur im

Vorzeichen des Imaginarteils.

FOURIERREIHEN UND FOURIERTRANSFORMATION 9

Fourierkoeffizienten:

L
2

a 2 W % AH _2x] v cos A|Nﬂ:akv dx

L L
L
2
2 ( 2 21k Nw 2 21k
X T X T
M%A~+Mv8mA‘h xvmx+w%ﬂy|ﬂv8mﬁ‘h xvn_x
1L 0
2
0 0
2 ;. nOwAEXV dx + 2 «—k cos AERV dx
L L L? L
L L
2 2
L L
2 2
+ WHnOm Aﬁxv dx — W%x cos Ang dx
L L L2 L
0 0
=0 =0
\|J A N

Ltk L Ltk L
’
e [+ T = [ (7)),
(1rk)? L -t (k)2 L 0
—_— —_—
1+1=2 kungerade —\m k ungerade
1-1=0 kgerade 0 k gerade

E&N falls k ungerade

0 falls k gerade

Es gilt by = 0, weil f(x) eine gerade (=symmetrische) Funktion ist.

2

falls k ungerade

0 05D M~ ib | e
2 0 falls k gerade
Somit:
(01) v 4 AN:@T 1) v
flx) = Wﬁlmw|gw cos T x
(9.62) ad 2 amekeniy
B TM‘S mk-1)2°
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FUNKTIONEN MIT KOMPLEXEN ZAHLEN

4.3.1 Exponentialfunktion

Die Exponentialfunktion ist bereits bekannt aus Unterabschnitt 4.1.3.

Ein paar Eigenschaften und Beziehungen:

e% = Xt = m,x\mq =7 eV (4.16a)

=r

x: Realteil bestimmt den Betrag |e?| = e*
v: Imaginéarteil bestimmt das Argument arg(e?) = y

Betrachte nun den Spezialfall:

e? mitp € R

[ei?| = \eiv e-iv = \eilo-9) = 1

¢'? liegt auf dem Einheitskreis

i

elm=-1 (4.17)

4.3.2 Trigonometrische Funktionen

Mit (4.7) lassen sich ganz einfach die komplexen trigonometrischen Funktionen einfiih-
ren:

1, . )

cos(z) = 5 Ama + m-ﬁv (4.18a)
1 ) )

sin(z) = i Amﬁ — mLNv (4.18b)
1 mﬁ.N _ ml.N

HNUANV = M 3 A%.Hmnv

Also:

FOURIERREIHEN UND FOURIERTRANSFORMATION 9
xo+L
_ _\ IW Am N::ML:X + m\N::ML:.xV B W Almwiw\?x _ mwwiw\?xv dx
4 4
X0
xo+L xo+L
1 cos 2m (k |$x dx L % cos 2m (k +$x dx
2 L 2 L
X0 X0
fir k = ¢: m nur volle Perioden, also immer

fir k + £: volle Periode, also = 0 =0

L
= Mmi

Daraus folgt (9.4¢).

Nimmt man an, dass die Form (9.1) der periodischen Funktion existiert, folgen mit
(9.4a), (9.4b) und (9.4c) sofort die Fourierkoeffizienten (9.2a) und (9.2b).

9.1.2 Komplexe Darstellung

a) Umrechnung und neue Koeffizienten

f(x) o0 4o + M T» cos AHXV + by mﬁ*ﬁki
2 ' & L L

OO
E._ng@ + M. _H@ Amwm:x +m\ ﬁ:xv + w Amﬁ:x I mwwﬂ:ng
i) 2 L2 21

8 . .
ay ax — iby  amki ay + iby  _emki
= —+ M ———e L Y4+ ———e L ¥
2 2 21
— k=l e [ —
€0 Ck C_k

8

2mki

= D et
k=—c

Die komplexe Fourierreihe lautet also:

fx) = > o x (9.6a)

k=—co

mit dem Koeffizienten

xo+L
2mki

ayg — iby (9.22) W ‘ﬁ Flx)e T dx (9.6b)
X0

2 (b L

Cx =

Anders herum gilt natiirlich:

ag =Cx+Cg, br=1ilck—cy) (9.60)
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MEHRDEUTIGE LOSUNGEN

4.4 Mehrdeutige Losungen

4.4.1 Wurzeln

Wir wissen bereits

hat zwei Losungen

z==1

Wie sieht das fiir z3 = 1 aus?
Behauptung: Die Losungen sind:

NHHH_ NNHN~W_ Nmeﬁw

Woher kommt das?
Wir kénnen jede komplexe Zahl schreiben als

@n
w Ly el®

Die gleiche Zahl wird auch beschrieben durch
w Dy eilerzkm 7
Die Gleichung z" = w = r e'®? = ¥ ¢H®+2%km) hat die Losungen
Zn = W = Y7 el
Das ergibt n verschiedene Losungen, z.B.
k=0,1,2,...,n—-1

Weiteres Beispiel:

Losungen: z; =1, zo=-1,z3=1, z4 = —1

(4.1)

(4.20)

(4.21a)

(4.21b)

FOURIERREIHEN UND FOURIERTRANSFORMATION 9

Alle anderen Faille:

xo+L
% sin Agkv cos ﬁx dx
L L
X0
xo+L
1 2mrki emki o\ 1 2mli 2mli
= |.m_x|m\ﬁx|Ampx+m\_xvax
% 21 A v 2
X0
xo+L
_ % F Am N::Mifx ‘e N::M\?x e N::ML:X e m::ML‘:xV dx
41
X0
xo+L
_ % F Am emikDi mw?;ﬂ?&v + F Amwiw\?x B mwwiw\?xv dx
41 4i
X0
xo+L xo+L
-1 % sin nk+d) +$x dx + 1 % sin nk-9 $x dx
T2 L 2 L
X0 X0
Integrand EE}EEQ volle Pe- Integrand EE.H«NEHWQ. fiir k = £
rioden aus, also = 0 volle Perioden aus (also = 0), fir
k = £ ist das Integral auch = 0.
Also:
xo+L xo+L
1 % sin ‘m::m+$x dx + 1 _‘ sin ‘N:Awlka dx =0
T2 L 2 L -
X0 X0
Daraus folgt (9.4a).
BEWEIS von (9.4b)
Falli:k =€ =0
xo+L
% cos (0)cos (0) dx =L
—_—
X0 1
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4.5 7 RIEMANNSCHE BLATTER

30

Im(z) Im(w) Im(w)

—

/, / N

Re(z) Re(w) Re(w)

N RN
/(::R 2. Blatt

Anmerkungen:

» Die Aufteilung obere/untere Hélfte ist willkiirlich. Man kann auch andere Auftei-
lungen vornehmen.

» Die getrennte Zeichung oben ist nicht vollstdndig. Die Blatter liegen eigentlich
iibereinander und sind in einem Schnitt verbunden: Riemannsche Flciche.

» Fiir w = 0 gibt es nur eine Losung z; = z, = 0. An solchen Punkten stoRen die
Blatter immer aufeinander. w = 0 heillt Verzweigungspunkt und liegt auf beiden
Blattern.

» Die n-te Wurzel benétigt n Blatter

» Der Logarithmus benétigt unendlich viele Blatter.

FOURIERREIHEN UND FOURIERTRANSFORMATION 9

FOURIERREIHEN UND FOURIERTRANSFORMATION

9.1 Fourierreihen

In der Natur kommen viele periodische Abldufe vor, z.B.
» in der Zeit: Schwingungen, Umlaufbahnen
» in Zeit und Raum: Wellen

Oft ist man an den vorkommenden Frequenzen interessiert und will das Signal in seine
Teilfrequenzen zerlegen. Dies ist die Aufgabe der Fourieranalyse.

9.1.1 Voraussetzung und Definition

Fir jede Funktion f(x), die
» periodisch ist mit der Periode L,
» eindeutig und stetig ist, (Ausnahme: endlich viele Unstetigkeitsstellen),
» innerhalb einer Periode nur endlich viele Extrema besitzt,
» fir die das Integral von | f (x)| Uiber eine Periode konvergiert,

kann eine Fourierreihe

%C&n % + M T» nOm Amhhwkv +5m5 Amﬂ‘wxﬁ 6.:

mit den Fourierkoeffizienten

xo+L

ay = M % f(x)cos ANNEXV dx, keNg (9.2a)
X0
xo+L

by = M % %Axvmwbﬁmh@xv dx, keN (9.2b)
X0

entwickelt werden, die an allen Stetigkeitsstellen von f(x) konvergiert ([ xo, xo + L] ist
ein beliebiges Intervall der Lange L).

Das heilt, jede periodische Funktion, die die oben genannten Dirichlet-Bedingungen er-
fiillt, kann durch eine Summe von Sinus- und Cosinusfunktionen dargestellt werden.



S

“URYD0IdSa( UIPUS[0] W PIIM SB(] (UISUNSQT TP ULT 19PUT] IM

Aﬁ—m.mV QHINOZ = vaz

:3unso|

]
(2€°S) (IN I- = (DN = Qz%
21ST N [URZUSYP[IR ], Iz euoniododd Uayd[Iad ], Uspua[
-[eJI9Z [[RATIUNIDZ 0Id IIP [YRZUY SIP SSEP ‘IUURd] IST [[BF197 USATIMROIPRI UdP 19q()

(qzs) 0x + 700 + N“mm\ = ()X

:3unsog

(ez'S) bwm— = SX%s:
P

buw— =

prejsuoneiaers ssusgowoy :dsq

— xut = x P -
I=xum=x w = p

1
qu ISR\ ISUOY

:3unydR[8s3undamayg IYISUOIMIN

NISAYJ IS9P Sne ud[aIdsIag 1T UOIRATIO T°S

‘sne uonyun,;j
J9SIIPp URSUMBIQY pun L uompun Id9p ‘X Ud[qeLIeA UIP UIYDSIMZ 1IFISURYqY U
19 BPNIP 1S IBYIUD URSUMIR[QY UAUISI YT pun 13URYqR X UIIYIW IIPO WIUID
UO0A P ‘(*x) A uomung ud1YdNSI3 JAUM SUNYDIIL) U 1IST bunydia|b|viua1a)Ji(] aurg

NADONNHOIIITOTVILNTIIAIIJ FHOI'INHOMEH

NHONNHIOIITYTVILNIIIIIIJ HFHOTINHOMEH

98

!

0 0
tutmmuSc%mtm%n
ug 1

o Do
g " ag 4101
— =
0 1 0 0
0 0 s@%mcau%.foiu\s
0 0 ug 1
‘ 0
pﬂ m: ww.ms ¢ aurs 0 =4
[22°0] b S0d0 + ¢
1S9Y01S UOA Z)eS WIp [YdeN
&p
- E
U 0 0 0 0 0
—r— ——
U= cbp (b ,S00+ds0d7) | = [ dsod b Ssod + ¢ Sc%n\s
ug durs — 0 uz
0
a
[uz0l2d ‘| dsod HL‘@
durs — P
0
durs =4
S0+ ¢

0

T snIpey MW | o | wn sy uauassoydse8 uauTe My 118 UIsIegIY

4

ey u w udWNJOARSNY

A

JUY = gUIS ;4 D

—o

3

<

0
op %\%

x— |

P1ydenay (c

—_——A A@

171esTeISIU] UdYISYNeD WP YoeN

HZLYSTVIOILN] 7 A



5.3 DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1. ORDNUNG

5.2 Ein paar Begriffe

Ordnung . hochste vorkommende Ableitung
linear :  Die Gleichung ist linear in der unbekannten Funktion und allen
ihren Ableitungen.
gewdhnlich : Die gesuchte Funktion hdngt nur von einer Variablen ab.
2
partiell : Bsp: %%Ak.u\v + %\Axb\v = 0, Gegenteil von gewohnlich.

Hier werden nur gewohnliche DGL betrachtet.

Bemerkung: DGL := Differentialgleichung(en)

5.3 Differentialgleichungen 1. Ordnung

5.3.1 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Sind von der Form
¥ (x) = a(x) y(x) + b(x) (5.4)

Es gibt Standardverfahren diese DGL zu losen. Dazu gehoren:

a) a(x) = 0, einfaches Integral

’ (5.4)
¥ (x) o0 b(x) (5-52)
Losung:
y(x) = %Exvax
=B(x) +c¢ (5.5b)

B(x) = Stammfunktion
¢ = Integrationskonstante, wird z.B. durch

eine Anfangsbedingung festgelegt.

Beispiel: Fall im Schwerefeld

v 52 g mitv(0) = m% (5.6a)

vit)=vy—gt (5.6b)

v(0) = vg = mﬁ (5.60)
Also: v (t) G50 -gt+ mﬁ
(5.6¢) s

VEKTORANALYSIS 8

Dabei sind:
F : differenzierbares Vektorfeld
dA : vektorielles Flachenelement
A : Flache
C =0A : Rand der Flache (schlieRt A ein)
f(x) \ 0A
X
Aussage:

» linke Seite: Integration liber die Wirbel auf der Flache A.
» rechte Seite: Linienintegral entlang des Randes von A.

Interpretation der rechten Seite als Arbeitsintegral: Auf einem geschlossenen Weg wird
(nur) dann Arbeit erzeugt / Arbeit verrichtet, wenn rot F(#) + 0 auf A, vgl. 8.6.5 b).

8.7.3 Beispiele

1.) Betrachte:
X
F=|y|=r=re,
z

Berechne: (Kugel mit Radius R)

L O ode - R sin0aieD
dA = mwQXme d@de = R°sinf ey x e, dO dgp

i 2m
;. F-dA= \— do | dp re, - (R*>sin0)e,
v —_ —
0 0 F dA
r = R weil auf der Kugeloberflache
™ 2m
=R3 Tﬁ:mam % dop = 4mR3
0 0
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5.3 DIFFERENTIALGLEICHUNGEN 1. ORDNUNG

c) Inhomogene DGL

Fir das vollstandige Problem (5.4) fithrt der Weg tiber die Variation der Konstanten zum

Ziel einer allgemeingiiltigen Form.

Ansatz:

Losung der zugehorigen homogenen DGL
—

w\ikvnﬁxvmké_ikvn ‘—SC«V %«
——
Variable statt Konstante

Nach dem Einsetzen in (5.4) bleibt:
c'(x) = b(x)e 4™
oder
c(x) = HERX\E& dx
oder

w\uCQ awmvmki %Ekvm\\:i mx
(5.9¢)

(5.9a)

(5.9b)

(5.90)

(5.9d)

¥p(x) ist eine spezielle (partikulcre) Losung von (5.4). Wir konnen auf diese jede Losung

yi(x) der zugehorigen homogenen DGL (5.7a) addieren, denn

(Y (x) + yp(x)) = yp(x) + ¥, (x)

~

(54)_ s

(5.7a)_/
uuumu\: (x) = yp (x)

Also lautet die allgemeine Losung von (5.4):

.c \
AXV MmMaw nm\:xv+ mké\—wﬁkv m\:xvax
5.9

Beispiel:
Y'(x) =-2xy(x)+ ,mwm
a(x) b(x)

daraus folgt: A(x) = —x
Yu(x) =ce™

Yp(x) = e’ %»X e dx =2

—_—
2 ex?

Losung: y(x) =2 +c¢ e

Exv u\ixv# a(x) yp(x) + Exy =a(x) (Yn(x) + yp(x)) + b(x)

(5.9¢)

VEKTORANALYSIS 8
Daraus erhdlt man allgemein:
_ 1 9¢
Vo = MM.US: h; du; (8.39)
wobei
1 or
ey, = h, o’ (8.7a)
und h; = or (8.7b)
mv:
Weiterhin:
div A(uy, uz, u3) = kﬁ o (Ruy My Awy) + o (R, s Auy)
il y N\:L_ \\H:NN\FSW m\_\hH 2 3 1 ®=N 1 3 2
0
wﬁw Q\?\: ~\~=N>§VH_ , (8.40)
1 [ (hwhw v, 2 (huhe 3V
AV = T, TS A I, S:V "o A Ny Uz
0 (hyhy, 0V
T ous A N, mfﬁ _ (8.41)
1 0 0
TOtA = g& _HW:\N Q\-\:u\b:uv - m|§ :\—‘waﬁsmv“_
1 0
* e e () = 5 () |
1 0
+ g _H@@: A::N>=Nv m:m A:_\L\»EVH_ . Am.ﬁ.wv

b) Beispiel

Gradient in Zylinderkoordinaten:
ey, ey, €; mit hy =1, hyy =0, h; =1
Es folgt also:

0 10 0

<|mmmm+aemw€+$®m

8.7 Integralsitze

In der Physik spielen zwei Integralsditze, in denen Differentialoperatoren vorkommen,
eine wichtige Rolle.
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LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN HOHERER ORDNUNG

b) Geschickte Substitution

Gelegentlich lasst sich eine DGL durch eine giinstige Substitution auf eine bekannte,
l6sbare Form bringen.

Beispiel: Bernoulli-DGL
Yy =ax)y+bx)y* ,xeR,a=*0,1 (5.14)
Substitution:

z(x) = (y(x)™ (5.15a)
Z(x)=(1-x) (¥(x)"*y (x)
oder

1
1-«

yx) *y'(x) = z'(x) (5.15b)

Multiplikation von (5.14) mit y~%,

,Q\\AXV AO\AXVV\Q.H &AXV%D\AXVVH\Q\AT@AXV (5.150)
a.mzwﬁwv a.m&ﬁi
Z'(x) = (1 - o) (a(x) z(x) + b(x)) G159

Auf diesem Weg konnen wir eine DGL der Bernoulli-Form (5.14) immer zu einer linearen
DGL umformen, die mit den Methoden des vorherigen Abschnitts l¢sbar ist.

5.4 Lineare Differentialgleichungen héherer Ordnung
Allgemeine Form:

N
> ai(x)y'"(x) = b(x) (5.16)

i=1

5.4.1 Eigenschaften der Losungen

Aus der Form (5.16) erkennt man, dass wenn die y;(x) miti = 1,...,n Losungen der
homogenen DGL zu (5.16) mit b(x) = 0 sind, so auch

Yr(x) =D ¢ yi(x), ¢ eC (5.17)

i=1

Sind die y;(x) alle unabhdngigen Losungen von (5.16), heilt vy (x) allgemeine Lisung
der homogenen DGL.

VEKTORANALYSIS 8
8.6.5 Rotation
a) Defintion
Die Rotation eines Vektorfeldes A(#) ist definiert als
9fox Ax(r)
TotA(r) = VX A(r) = %oy | X | Ay ()
9/oz Az (r)
0yA; — 0:A,
= | 0,Ax — 0xA; (8.38)
O0xA, — 0, Ay

Das Ergebnis ist wieder ein Vektorfeld.

b) Existenz eines Potentials

Fir ein Gradientenfeld gilt:

3,0:p — 0.0, b 0
rot gradp(r) = | 0.0xp —0x0-¢p | =10 =0
Gradientenfeld mwkmu\@ - w% OxP 0

Umgekehrt kann man beweisen, dass in einem einfach zusammenhingenden Gebiet
gilt:
Wenn rot A(¥) = 0, dann gibt es ein ¢ (r), sodass A(r) = grad ¢ (r).

In der Mechanik:
Wenn fiir eine Kraft F gilt rot F = 0, dann gibt es ein Potential V(#) zu dieser Kraft:
F(r)=-VV(r).

Dann gilt fiir ein Arbeitsintegral:

W= TS dr = V() - V(r)

Man spricht von einer konservativen Kraft. Diese ist ,wegunabhéangig*.
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5.4 LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN HOHERER ORDNUNG

e « 0, daher Division erlaubt:

aiAi=ayAV +ay AV T+ +ad+ao=0 (5.21)

M=

Il
—

Das Problem reduziert sich also auf die Losung des Polynoms (5.21). Es heilkt charak-
teristisches Polynom. Auf diesem Weg erhalten wir alle N unabhéngigen Losungen von
(5.20). Wir unterscheiden zwei Falle:

1.) Falls alle N Losungen von (s.21) verschieden sind, sind bereits alle y;(x) = e
linear unabhéngig und die allgemeine Losung hat die Form

N
yr(x) =D cieh*, ¢ eC. (5.22)
i=1

2.) Es gibt mehrfache Nullstellen des Polynoms, das heilt einige A; haben den glei-
chen Wert und die zugehérigen Losungen e** sind nicht unabhingig.

In diesem Fall gilt:
Ist A; k;-fache Nullstelle, dann lautet die Losung:

M [ki-1
yu(x) =D D iy xi|eM*, ¢ ER (5.23)

i=1 \ j=1
M ist die Zahl der unabhdngigen (verschiedenen) Nullstellen von (5.21).
Beispiel:
Y@ (x) - 10y (x) + 40y (x) - 82y (x) + 91" (x) — 529" (x) + 12y(x) =0
charakteritisches Polynom:
A% —10A% +40A% — 82A% +91A2 =524 +12 =0
= (A3 -3)(A2 —2)°(A; - 1)°

A; =1 ist dreifache Nullstelle
Ap =2  ist doppelte Nullstelle
Az =3  ist einfache Nullstelle

Losung:

Yr(x) = (c1+ 2 x +¢3 X2) e¥ + (cs + €5 x) e +cg e

38
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c) Beispiele

Exemplarisches Beispiel:

vz
dr)=xyz, Vo) =|xz
Xy

Gravitationspotential:
MmG -MmG

r VX2 + 2+ 22

Die zugehorige Kraft lautet:

X
-MmG
Fo=-Vor)=—— |»
N il
MmG MmG
=-— s r=——""¢
r r

8.6.3 Divergenz

Die Divergenz eines Vektorfeldes ist definiert als:

w\wx \wx
divA=V-A= |y ]| |A,
m\mN \VN

_0Ay  0Ay 04 (8.36)

ox oy 0z

Die Divergenz beschreibt Quellen und Senken eines Vektorfeldes.

A4|/ \ D.:m:m
\ divA > 0
N

N
Av\| ,w.a:»m
\ / divA <0

8
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5.4 LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN HOHERER ORDNUNG

4.) Ist b(x) eine Summe oder ein Produkt der Formen 1., 2. oder 3., kann man fiir den
Ansatz eine Summe oder ein Produkt der gleichen Form versuchen.

5.) Kommt einer der Terme aus 1., 2., 3. und 4. bereits in der homogenen Ldsung
y (x) vor, kann man versuchen, im Ansatz den entsprechen Term mit der kleins-
ten Potenz von x zu multiplizieren, sodass der Term sich von allen homogenen
Losungen unterscheidet.

Beispiel:

b(x) = e®, yu(x) =ae* +be ¥

Yp(x) = Bxe?

c) Beispiele

DGL eines getriebenen, gedampften harmonischen Oszillators:
X(E) + 2y %(t) + w3 x(t) = f(t) (5.27)
Wo kommt das in der Physik vor?

Beispiel: Federpendel im Olbad.

@ M

otor

Ol: geschwindigkeitsabhingige Reibungskraft
Nu,z = |w1\§

Dann lauten die Konstanten fir (5.27):

~ N
3§\“<‘

f= (Kraft des Motors)

D = Federkonstante

§|U§‘

40
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Flache eines Dreiecks im Raum:

Parametrisierung fiir alle Punkte auf der Flache:

1
r(u,v)=|0|+ua+vb, uel0,1-v] vel01]
0
or -1
y”ﬁ” 1
0
-1
Ty
v 1
-1 -1
dA = m‘wxmw‘.\ dudv = 1 | x| O dudv
ou ov 0 1
1
=[|1|| dudv =+v3dudv
1

1 1-v
muT%u%ae % du V3
0 0

n,ﬁwHaiTSuﬁTLe%u%

8.6 Differentialoperatoren

Siehe auch Abschnitt A-3.

N
~N
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5.4 7 LINEARE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN HOHERER ORDNUNG

2ywob = A
A
- b= 2yw, (5.29¢0)
2ywoa =0
-a=0 (5.20d)
A
x, () 52 sin(wot) (5.29€)
(5.29¢) Nu\eo
(5.29d)
Die allgemeine Losung der inhomogenen DGL lautet also:
; . . A
xa(t) 52 e vi(geivt 4+ peiot) 4 sin(wot) (5.291)
(5.29€) Nuxeo

d) Integrationskonstanten

Die Losungen (5.22) bzw. (5.23) einer DGL n-ter Ordnung enthalten N Integrationskon-
stanten c;. Diese werden festgelegt durch N Bedingungen. Das fiihrt uns auf das An-
fangswertproblem:

y(0) = Ay, ¥ (0) = Ay, ..., yN7D(0) = Ay,
oder das Randwertproblem:

¥(0) = Ay, ¥'(x1) = Ay, .

e) Zusammenfassung

Losungsschema:
1.) Homogene DGL losen:

e™ funkioniert immer — aber nur im homogenen Fall und nur fiir lineare DGL mit
konstanten Koeffizienten.

2.) Eine partikuldre Losung der inmhomogenen DGL bestimmen:
Siehe Unterunterabschnitt b)

3.) Die allgemeine Losung der DGL ergibt sich durch:
Ya(X) = Yu(x) + ¥p(x)

4.) Anfangs- oder Randbedingungen berticksichtigen.

VEKTORANALYSIS

wobei n der Normalenvektor ist:

o or

_ ou oV
n= Tor Sor | » @\; (8.27b)

ou ov

Anmerkung: Die Richtung von n ist nicht eindeutig, weil

or or or or

Man nennt die Wahl der Richtung Orientierung der Flache: Bei geschlossenen Flachen
ist es tiblich, n nach auRen zeigen zu lassen.

Beispiel:
sin 0 cos @
r®2R | sinOsing | (Kugel) (8.28a)
cos 0
or (8.15b)
= 8% pR
20 ¢o
mm% ®259 R sin Oe,,
dA “Z¥ R2sin 0 e, x e, dO de = R? sin Oe, d0 dg (8.28h)
—_—
ey
or or >
30 X o0 = R°sin 0 (8.28¢)
n=e, (8.28d)

8.5.2 Integrale

Ahnlich wie bei den Linienintegralen hat man nun mehrere Moglichkeiten, Integrale zu
definieren:

Oberflachenintegral:
%%e:\T%ﬁl: v)) m\xx@\ggzac (8.29)
B ) ’ ou " ovl 29
Skalare m&%ﬁo? die
nur noch von u und v
abhéangt.
Weiterhin:
%9» AVQ\V\%QVQA: Svﬂmhxwv dudv (8.30)
B ) ’ ou’” ov/ 3
<nm~ca

8

~N
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5.5 GREENSCHE FUNKTION

» Das ist moglich, wenn die Ableitungen wie folgt aussehen:

%xﬁ m G(x,z) hat einen Sprung bei x = z. n_ﬁwumw G(x, z) hat einen Knick bei x = z.

Alle niedrigen Ableitungen sind bei x = z differenzierbar und somit auch stetig.

Die Bedingungen kénnen verwendet werden um G(x,z) zu bestimmen, denn berech-
ne:

Z+E N Z+E
_M:: % M? QX_QC« z)dx = _:: 5(z — x)dx
=1
Linke Seite:
. QZ\H QZ\~ )
ay _M_mw ﬁ%QN +&2z)— oo ——3Gz-¢ N@ (N-ter Term)
N-1 . . )
di-! di-! N — 1-ter bis
* M i me ﬁ dxi-1 Glz+e2) - dxi-! Gz - m_N; A 1-ter Term v
, =0, sdm_ stetig .
+:~w§QAN_Nvm (O-ter Term)
P
R ——
=0
Es bleibt tibrig:
QZ\H QZ\H
an :E ﬁ Epo ——vGz+e2) - Epo ——Gz-¢ N; (5.32)

Fir x + zist 6(z — x) = 0, dort muss G(x, z) also die homogene DGL erfiillen und die
Abhéngigkeit von z kann nur in den Koeffizienten stecken.

N
G(x,2) "2 S ci(z) e, x#2z
i1

(5.33)

VEKTORANALYSIS 8
8.4.3 Weitere Linienintegrale
a) Vektoriell
dr(t
Fr) dr = TE: "t (8.23)
C ——
Skalare Funktion ~ to
b) Bogenlinge
% ds = %7 dr () 7 dt (8.24)

Dieses Integral berechnet die Ldnge des Integrationsweges.

Beispiel: Umfang eines Kreises

,— Rcos @
" \Rsingp

21 21
(8.24) dr(p) _ % —sing
U= A_. |Q€ 7 dp = ) R cos @ dop

21
=R % \cos2 @ + sin® @ do = 21R
-
0 -1

v_ @ € [0,21]
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5.5 GREENSCHE FUNKTION

also mit (5.35¢):

—C(z)sin(z) — B(z) cos(z) = 1 (5.36b)
Die Gleichungen (5.36a) und (5.36b) liefern unter Verwendung der Identitat sin®(x) +
cos?(x) = 1:

C(z) = —sin(z) (5.37)

B(z) = —cos(z) (5.37b)

Schritt 4: Greensche Funktion aufstellen:

s3s0 | —Cos(z)sin(x) x <z
G(x,z) % . (5.38)
(5:372),(5.37b) | —sin(z) cos(x) x> z

Schritt 5: Bestimmen der Losung von (5.32)

s
2

y(x) = %Qk.mvmwhﬂ dz
0
(5:38) _ % cos(x) |HMMMW dz - _. sin(x) |MMVMMMW dz
0 x
= —x cos(x) + sin(x) In(sin(x)) (5.39)

Anmerkungen:

» Die gleiche Greensche Funktion kann nun bei gleichen Randbedingungen auch fiir
jede andere Inhomogenitdt verwendet werden.

» Die hier vorgestellte Methode funktioniert nur bei homogenen Randbedingungen
v (x;) = 0. Liegen diese nicht vor, transformiert man

flx)=y(x)+g(x)

mit einem g(x) so, dass f(x) homogene Randbedingungen erfiillt. Man 16st die
DGL fur f(x).

46
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b) In beliebigen Dimensionen

m\/\u\m‘_\: mXN\m:_ - mkz\me:
mk_\mﬁm mk.m\mSN . mXx\mSN

dx;dx;...dx, = . . . du, du,...du, (8.19)
wvﬁ\m:: mXN\m=: . mk:\mss:

Siehe auch Abschnitt A-2.

8.4 Linienintegrale

8.4.1 Motivation und Problemstellung

Arbeit in der Physik ist definiert als W = F - s (Kraft entlang des Weges mal Weg).

Es kann vorkommen, dass sich die Kraft entlang des Weges dndert. Wie berechnet man
dies also, wenn F an jedem Ort unterschiedlich ist?

F =F(r)
Losung: Integration tiber infinitesimale Wegelemente d»

W= _‘ F(r) - dr, (8.20)
c

wobei C der Weg im 3-dimensionalen Raum ist.

x(t)
C:R-R: t—r(t)=|yit)], (8.21)
z(t)

t ist der Bahnparameter, z.B. die Zeit.

8.4.2 Berechnung

Die tatsdchliche Berechnung erfolgt iiber den Parameter t. Man nutzt aus, dass

_dr(t)
dr = it dt (8.22a)
ty
_ . (8.22a) . QQA:
W = b F(r)-dr "= Tu:\:: T dt (8.22b)

o ————————
Skalare Funkti-
on von t
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6.2

48

BASIS UND KOORDINATENSYSTEM

a+b=b+a
(a+b)+c=a+ (b +c)

» Skalare Multiplikation: Aa

2a

Fir Vektoren gibt es mehrere Schreibweisen.

Pfeil: d,a
Unterstrich: a
Fett: a

6.2 Basis und Koordinatensystem

6.2.1 Basisvektoren

Im dreidimensionalen kénnen wir jeden Vektor als Linearkombination von drei Basis-
vektoren darstellen:

a=a; e +ax e +ases (6.1)

Damit das funktioniert, muss gelten:
» Die Anzahl der Basisvektoren muss der Dimension des Raumes entsprechen.
» Die Vektoren miissen linear unabhéngig sein, d.h.
a e +ae+aze; =0
darf nur erfillt sein fiir alle a; = 0.

Anschaulich: Es darf nie moglich sein, einen der Basisvektoren durch ein Linear-
kombination der anderen darzustellen. Er muss in eine Richtung zeigen, die durch
die anderen nicht darstellbar ist.

VEKTORANALYSIS

X =¥ sin 6 cos @ (8.14a)
y =rsinfsing (8.14b)
z=7rcos@ (8.140)

Daraus erhalt man:

or sin 6 cos @
e, = 5 = sin 0 sin @ (8.15a)
r cos 6
or cos 6 cos @
Normiere 30" dann ey = | cos 0 sin@ (8.15b)
—sin@
or —-sin@
Normiere 30 dann ey, = | cos@ (8.15¢)
¥ 0
Fir den Ortsvektor erhdlt man:
r=re, (8.16)

In e, steckt die ganze Richtungsinformation des Punktes.

8.3.3 Ableitung

In krummlinigen Koordinaten miissen wir beachten, dass auch die Basisvektoren Ablei-
tungen # 0 haben kénnen.
3
a= M&%A:H_:N.:wvmkeﬁ?:m.:i
i=1

3
) ®3 > Amag ei+a; oe; v (8.17)
izl

mi\m m\_\pm

Beispiel: Geschwindigkeit in Zylinderkoordinaten

hw|hAa + ze,)
at” T ar ‘%% z

8.17) . . . .
=" pe, +0e, + ze; + ze;

e, =0 (Weil nicht vom Ort abhangig)

d cos @ -@sing —sing
m@nm sin | = | ¢cosp | =@ | cos@ | = pe,
0 0 0
R — —
ep

Also:

¥ = 0e, +oPey, + ze,

8
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VEKTOROPERATIONEN

Nattirliche Basis: Basisvektoren zeigen entlang der Koordinatenachsen x, y und z.

Ax
a=axec+aye,+a.e,=|a,
az

6.3 Vektoroperationen

6.3.1 Skalarprodukt

In kartesischen Koordinaten definiert man das Skalarprodukt als:

ay @H
a-b= ap | - WN HQ\HWHATQNTNATSwTw
as b;

Andere Schreibweise fiir das Skalarprodukt:

(a,b) ={alb)=a-Db

(6.5)

(6.6)

Man sieht damit schnell, dass die Linge eines Vektors, die wir auch Betrag nennen,

berechnet werden kann mit:

a=lal=+a-a=.ai+a3+a?

Fiir das Skalarprodukt gilt:

a-b=|allb|cos(9)

Wegen dieser Eigenschaft nennt man Vektoren mit a - b = 0 orthogonal.

Die Basis ey, e,, e ist orthonormiert , denn die Vektoren erfiillen:

ec-e,=ex-e;,=¢e,-e,=0 orthogonale Basis

lex| = ley| =le;| =1 normierte Basis

(6.7)

(6.8)

(6.9a)

(6.9b)

8.3.2 Wichtige Koordinatensysteme

a) Zylinderkoordinaten

Die Koordinaten sind g, @, z.

ey

0 =x%+ 2

%)
= t E
@ = arc mbAk

Man beachte die Mehrdeutigkeit des arctan.

Umgekehrt:
X = QCOSQ
Yy =gsing
Basisvektoren:
o Ccos @
r=|osing
z
5 QCosS Ccos @
e, = 30 osinp | = | sing
¢ z 0

VEKTORANALYSIS 8

(8.9a)

(8.9b)

(8.10a)
(8.10b)

(8.11a)
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6.3 VEKTOROPERATIONEN

Die Vektoren a, b, ¢ bilden in dieser Reihenfolge ein rechtshcdndiges Dreibein.
Hand-Regel)

Beziehungen:

(a+b)xc=axc+bxc

bxa=-axbhb

(Rechte-

(6.12a)

(6.12b)

Achtung: Das Vektorprodukt ist NICHT kommutativ!

In kartesischen Koordinaten gilt die Komponentendarstellung:

a NQH ar @w\&w NQN
axb=|a|x @m = SuWHISHWw =C
as wm a) @N\&w wu

Ist das Vektorprodukt in der Physik relevant?

» Drehimpuls:

L=r Xp
7w~
Ort 1mpuls

» Lorentzkraft:

Ladung el Feld Magnetfeld

—~— = —~=
F= g (E +v xB)
=
Geschwindigkeit der Ladung

(6.13)

VEKTORANALYSIS 8

Damit sind die Skalarfelder eindeutig gegeben:
fr) = f(x (i, uz,us3), v (ur, uz,uz), z(Uy, Uz, usz)) (8.5)

Bei Vektorfeldern muss allerdings auch die Basis zu den neuen Koordinaten passen,
sonst gewinnt man nichts fiir die Rechnung.
AU, Uz, U3) = Ay, (U1, Uz, U3) €y, (Ur, Uz, Us)
+ Ay, (W1, U2, Us) €y, (U1, U2, U3)
+ Auy (U1, Uz, Us) €y (U1, U2, U3) (8.6)
Dabei konnen die neuen Basisvektoren e, selbst wieder von den Koordinaten abhén-
gen.

Was sind die geeigneten Basisvektoren e,,;?

Sinnvollerweise wéhlt man die Tangentialvektoren an eine Koordinatenlinie.

Beispiel: Ebene Polarkoordinaten in 2 Dimensionen

y
€y , r-Linie, @ = const.

== e,

/Q.Eam. ¥ = const.

/
XN

e, tangential an der @-Linie
e,: tangential an der 7»-Linie
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7.1 DIFFERENTIALRECHNUNG

Beispiel:
fx,y) =+x2+y2
of X of v
ox  JxT+y2’ 0y JxT+y?
°f 1 1 x2x y?
Ox2  xT4+y2 2 XTIy X2 g P
of o xt
0V UxTty?
o f o f Xy

0x0y  0yox JxXT 1 2

Die Reihenfolge der partiellen Ableitungen lasst sich immer vertauschen!

b) Kettenregel und totale Ableitung

Betrachte eine Funktion f(x, y,t), wobei x und y selbst wieder von t anbhéngen.

Dann:

d
O (x(t),y(1),t)

_ofdx of dy  of
Tox dt "oy dr ot 7-4)

(7.4) heilt totale Ableitung.

Beispiel:
fx,y)=xe? mitx=1+t, y=1t3
a4 o 0f dx of dy  of
ar (x(t),p (1)) = 3x dr + 3y dt + SE
L
ey 1 _x e~ 3t2 0
= Nlu\:v _ WHN Xﬁﬁv va\:v

=(=3t3-32+1) et

c) Zum Unterschied zwischen partieller und totaler Ableitung

Die Definition besagt:

0 o S+ Ey) - flx,y)
ox C«.u\vwwmw £
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VEKTORANALYSIS 8

VEKTORANALYSIS

Die Vektoranalysis erwietert die bisher bekannte Differential- und Integralrechnung auf
mehrere Dimensionen.

8.1 Einfithrung

Zuséatzlich zu Funktionen f(x), g(xi,...,Xxy) betrachten wir nun auch vektorwertige
Funktionen, also Vektoren, deren Komponenten Funktionen von mehreren Variablen
sein konnen.

Ein paar Begriffe:
» f(x) : skalare Funktion
» f(r) : Skalarfeld, Beispiel: Gravitationspotential (im Raum ¢ (#))
» f(x) : Raumkurve, Beispiel: »(t) Ortskurve einer Bewegung

» f(r) : Vektorfeld, Beispiel: Magnetfeld B(r)

8.2 Ableitung eines Vektors

Als elementaren Schritt benotigen wir die Ableitung eines Vektors.

Beispiel:

r(t) =x(t)ex + y(t)e, + z(t)e,

x(t)

= | () (8.1a)
z(t)

Dann lautet die Ableitung

F(t) = %13 = x(Dex + ¥ (De, + 2(t)e, (8.1b)
x(t)
= [»(t)
(1)
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7-1 DIFFERENTIALRECHNUNG

b) Vollstiandiges Differential

In Verallgemeinerung von (7.6) nennt man jede Form:
n
df = > ai(xi,...,xn) dx;
i=1
ein Differential.
Es heilt volistindig oder exakt, wenn es eine Funktion f(x1,

_of

a; =
! mvﬁ

Notwendige Bedingung fir ein vollstandiges Differential ist:

oa; m&i.

m.vm\. B mw.vﬁ.

Beispiele:

(7.78)

..., Xy) so gibt, dass

(7.7b)

(7.70)

1 = ydx + x dy ist ein vollstandiges Differential, denn es existiert:

fx,y)=xy+c

sodass

%nu\ssa @nx

v, = y dx + 3x dy ist kein vollstandiges Differential.

c) Variablentransformation

Haben wir eine Funktion f(x1,...,x,) und wollen die Variablen x; durch neue u; aus-

driicken gilt:

xXi = Xi(U1,...,Un)

Was passiert mit der Ableitung?

of & of ax HWA?:V of

g - i1 mvﬁ. me:

56

(7.8)

DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHUNG FUR FUNKTIONEN MEHRER VERANDERLICHER

In dieser Ebene:

Ymin = ¥ (2) ,  Ymax =¥ (2)

Aus der Kreisgleichung: x> + y? = 7?2

Xmin = —\¥(2)2 = Y%, Xmax =¥ (2)? = ¥?

h r(z) Vr@?2-y2
<H%QN% dy % dx1=...
0 -r(z) —r2)2-y2

c) Kugel
R Nir YRZ-z2-y2
<H%QN % dy % dx f(x,y,z) =...

-R _JR2-22 \<\wmwwmwu\w

In Kugelkoordinaten:

X =¥ sin 6 cos @
y =7rsinfsin@

z=7rcos@

R ™ 2
<n%%\aam% do sin0r’f(r,0,p) =...
0 0 0
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INTEGRALRECHNUNG

AA

Wir greifen kleine Flaichenelemente AA heraus und summieren tiber diese:
1= axdy sy = m S £ G v)aA,, 7.9)

wobei der Punkt (x,, »,) in AA liegen soll.

Existiert der Grenzwert und ist er unabhéingig von der Wahl eines (x,, y,) in AA, so
existiert das Integral (7.9).

Analog kénnen wir weitere Dimensionen hinzufiigen, z.B. ein Volumenintegral AV,,.
7-2.2 Berechnung
Die praktische Berechnung erfolgt nicht tiber beliebige Flachenelemente AA,,, sondern

uber geschickt gewdhlte Reihenfolgen. In zwei Dimensionen kann das folgende Vorge-
hen gewahlt werden:

3. Streifen

2. Streifen

» Summiere (bzw. Integriere) zuerst iiber einen Streifen parallel zur x-Achse, d.h.
bei festem y. Achtung: die Grenzen hdangen vom gewéhlten y ab. Dies ist ein ein-
dimensionales Integral, das wir mit den bekannten Methoden berechnen kénnen.

» Summiere dann tiber alle Streifen 1y, dies ist jetzt auch ein eindimensionales In-
tegral.

DIFFERENTIAL- UND INTEGRALRECHUNG FUR FUNKTIONEN MEHRER VERANDERLICHER 7

In einer Gleichung kénnen wir das folgendermaRen ausdriicken:

Ymax | x2(¥)
1= [ | | recmax|ay
Ymin | x7(y)
—_—

Streifen parallel zur x-
Achse bei festem 7y, tib-
rig bleibt eine Funktion,
die nur noch von y ab-
héangt.
Integration tber alle Streifen
fir das Integral, das nur noch
von y abhéngt.

Die Reihenfolge ist nicht entscheidend, man kann auch erst Streifen parallel zur y-

Achse wahlen.

In mehreren Dimension funktioniert das vollig analog: Erst Streifen bilden, dann die
Streifen zur Flache aufsummieren, dann die Flache zum Volumen aufsummieren, usw.

7-.2.3 Beispiele

a) Dreieck

Wir berechnen die Flache dieses Dreiecks:

N

y(x)=1-x

1 y(x)
bn% Hakau\n%ax % dy1
A 0 0
1 y(x) 1
= _\ % Hakaw\n%?\_wc@ dx
x=0 y=0 0

1

1
xhﬁxvax - ? —x)dx = T\

= 0
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