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1

.1

DIRAC-GLEICHUNG, ELEKTRONENSPIN UND FEINSTRUKTUR

Aus Gleichung (1.5) folgt:
B+0 p?=1.
Aus Gleichung (1.4) folgt, dass & und S keine c-Zahlen sind sondern:

B ioo] @ ppepp

Aus Gleichung (1.3) folgt:

p?= (- p)°
- P -P)

D> ipi || D o
i k

Explizites ausfiihren der Summen liefert:

Il
)

o >> >> >> >>
p- =01 p1p1 + X1 06ep1P2 + X1 X3p1pP3 + X1 pP2pi
+ 00202 + K03 P2P3 + K31 P3P1 + K30P3P2 + X303P3P3

Da pipx = prpi gilt:

51 o
=> 5 (oeeti + cxiou) pip

k,i=1

3
= > Supibr
kiz1
~2

=P

Aus Gleichung (1.3) erhalten wir somit:

o X + XX = 20k (1.6)

Insgesamt bedeutet dies, dass «; und B Matrizen sein miissen, deren einfachste Losungen

sind 4 x 4 Matrizen. Mit Hilfe der Pauli-Spin-Matrizen

N R B RS R SR !

kann fiir «; und B folgende Darstellung gefunden werden:

(0 6 (0 & (0 ) (10
=6, 0) ¥ l6, 0) *7\6. o) P o -1)

N

QUANTENMECHANISCHE STREUUNG

Optisches Theorem

Aus der Gleichung der Streuamplitude (C.54) bilden wir den Realteil fiir ¢ = 0 und erhalten
fiir den totalen Wirkungsquerschnitt

41

o= ﬂ:scﬁo: (C.69)

Streuphasen

Im folgenden betrachten wir ein kurzreichweitiges Potential, welches fiir » > a Null ist.
AuRerhalb dieses Bereiches lautet die Losung der Radialgleichung

Ry (r) = w??»i + ey (k) | (C.70)
Dabei ist h;(kr) die erste Hankelfunktion, also i: (k¥) und R; (r) beschreibt die Funktion

mit dem Radius v > a. Uber die innere Radialfunktion R; lasst sich ohne Wissen des
Potentiales keine Aussage machen, jedoch gelten die Anschlussbedingungen

Ri(r) |, =R, (C.71)
d > _ m <
a Ry (7) lr-a = qr R;(7r) | -a (C.72)

Teilt man diese Bedingungen durcheinander und setzt vorraus, dass sowohl die Ableitung,
als auch die Wellenfunktion am Punkt ¥ = a endlich ist, ergibt sich

NA v %v v
% _ % _ o
aRimy ) o \GR))

Fur unsere Wellenfunktion fihrt dies nach einigen Umformungen auf den Ausdruck
m * 2i8; 1 B
A%\ T: (kr) +e FQS\L hy (kr) + €20 hy(kr) )~ «
2(&Linkn)] - e (k) .
= m —_
xyhy(kr) — %:::Q\: o (C.74)

d
a k _ k
ar T\:A e\.: [64] :NA ﬂ\v _ GOHA%NV

Li(kr)] = oq ji(kr)

r=a

Als Anwendungsbeispiel betrachten wir eine harte Kugel mit Radius a. Die Wellenfunktion
muss dann am Punkt » = a auf Null abgefallen sein und Gleichung (C.73) ergibt dementspre-
chend o; =

L (kr)] - cgny(kr)

lim - - = cot(d;)
oo %TXT\L = o ji(kr) rea (C.75)
¥ = cot(d;)

C
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DIRAC-GLEICHUNG, ELEKTRONENSPIN UND FEINSTRUKTUR

» zwei Losungen zur negativen Energie E = —mc?:

1 0
() o

Der Spinor g4 entspricht somit Teilchen mit zwei »Arten« (Spineinstellungen). Der Spinor
3 hingegen entspricht Antiteilchen mit zwei »Arten«(Spineinstellungen).

1.1.1 Der Spin des Elektron
Wir betrachten zundchst den Operator:
S
Er erfillt die Kommutatorrelation fiir Drehimpulse:
T»:%L = &mm:»wx
Wwirkt zum Beispiel S, auf einen Figenzustand, so erhalten wir dessen Spin:
1
N
0

0
h <1
S 2 0

0 0

Kommutatorrelationen Es gelten folgende Relationen (Beweis siehe Anhang A):

ﬁw Hp _ = —jhc(x x p) (1.10)
Tu. JL = ihc(a x p) (1.11)
Tu+w. >L = TL@L =0 (1.12)

BEWEIS Es soll im folgenden fir eine Komponente von Gleichung (1.10) der Beweis gefiihrt
werden, fiir die anderen gilt analoges Vorgehen.

hfox 0\ hc

[Sy,Hp] = ﬁmﬂ 0 va —a-V+pmc? g
_ch 0 OxO-PpP+0-poy
T2 \oxvo-p+o-poy 0
_ @ 0 OyPz + 0Py
T 2 \oyp:toup,y 0
= —ihc(x X p),

Rest siehe Ubungsaufgaben. u

QUANTENMECHANISCHE STREUUNG

und damit auf die endgultige Streuamplitude

1 > (2L+ 1) sin(8;) Pi(cos(9)) (C.54)

Ji(9) =
‘ k=

Die Physikalische Bedeutung von §; ist dabei schnell erklart, sie beschreibt die Phasenver-
schiebung der gestreuten Welle zur Situation einer auslaufenden Welle, welche nicht gestreut
wird.

Differentieller Wirkunsquerschnitt

Im vorherigen Abschnitt haben wir mit vielen Naherungen und unter viel Aufwand einen
Ausdruck der Streuamplitude hergeleitet, doch wozu benotigen wir diese tiberhaupt? Dazu
machen wir uns zunédchst mit dem differentiellen Wirkungsquerschnitt vertraut. Dieser
gibt an, wie viele Teilchen in ein Winkelelement dQ um Q gestreut werden. Oder anders
ausgedriickt, wie ist das Verhéltnis aller einfallenden Teilchen zu den ausfallenden Teilchen
in einem bestimmten Raumbereich,

do_ dN@) (C.55)

dQ ~ Ny dQ' 5
Mit der allgemeinen Definition der Stromdichte

v:oo )

Jj= m:ﬁg AY — YAY*) = lp(r,t)| (C.56)
Lassen sich die einfallenden und ausfallen Teilchen wie folgt ausdriicken

New = [ dtjun  aN(@) = [ dtjir? do (C57)
Mit der Ndherung aus (C.56) erhalten wir fir die einfallenden Teilchenzahl

hk
New = 200 [ delwtr, 0 (C58)

Um die auslaufende Teilchenzahl zu bestimmen betrachten wir zuerst einmal die Nebenrech-
nung

3
Yo = m _\ d°k :n.woﬁ ax mwmmw:Lov\w

0
o (2m)3 (C.59)

:AoEo

Es wurde hierbei die allgemeine Streuwellenfunktion aus (C.23) verwendet und die Ebenen-
Wellen durch die Entwicklung aus (C.1) ersetzt. Fiir die radiale Stromdichte folgt nun

. * hk 2
Jr = M::Tq v ﬁxeovu §c Sa_ lpol? (C.60)
und damit
2 V:Ao ® 2
dN(Q) = a:¥ dQ = | fy, > dQ —2 dtlwo,| (C.61)

C
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1.

1

DIRAC-GLEICHUNG, ELEKTRONENSPIN UND FEINSTRUKTUR

Mittels Gleichung (1.13) folgt:

WAm —mce)Pa = [(p + eA) +io - (p +eA) x (p +eA) |y

)
Hierbei gilt zu beachten, dass
[p,A] + 0.
Damit wird (x) zu:
(p +eA) X (p +eA) =ehrotA.

Der Dirac-Hamiltonoperator Hp geht im Falle langsamer Elektronen in den Pauli-Hamiltonperator
Hp uber.

Hp = 1 €+m3=+‘mq B

o o (1.16)

Daraus folgt das magnetische Moment des Elektrons und der Landé-Faktor:

eh
Hy = 5—0 =

Hp
o~ LS

g ist hierbei der Landé-Faktor (im Grenzfall langsamer Geschwindigkeiten).

1.1.3 Das Wasserstoffatom in der Dirac-Theorie

Im Folgenden wollen wir die Energieniveaus und die Wellenfunktionen des relativistischen
Wasserstoffatoms berechnen. Fiir das Potential gilt das bekannte Zentralpotential (Coulomb-
Potential)

Ze? 1

2, (1.17)

\% = -
(r) A1rEY T

wobei Z die Kernladungszahl ist. Mit der Dirac-Gleichung die um ein Potentialterm erweitert
wird

Hp=ca-p+pmc>+V(r) -1

und Gleichung 1.17 gilt es folgende stationdre Dirac-Gleichung in Matrixform zu losen

cop \ (i _(va
V(r) —mc? )\ ys Ys

(1.18)

V(r) + mc?
co-p

QUANTENMECHANISCHE STREUUNG

Die Koeffizienten f; werden oft auch Partialwellenamplituden genannt. Unter all diesen
Naherungen lasst sich unsere Wellenfunktion beschreiben durch

_ M m~+ C w;noiwv% A ikr-1%) _ mL:QLwVv +kfy m%@. (C.39)

Fur ein rotationssymmetrisches Potential findet sich, wie im bekannten Beispiel des Wasser-
stoffatomes, ein Separationsansatz. Die Losung besteht dann aus den Kugelflaichenfunktionen
und einem Radialteil

Y =R(")Y1m (3, Q). (C.40)
Fir beliebiges Potential V (r) lautet die Differentialgleichung des Radialteils
[ a2 I(l+1)
%\N +k? - — YRi(¥) = ﬂa\:\v?ﬁxv. (C.41)
Wobei wir diese Gleichung auch Umformen kénnen
o ‘
Er SQ?@&FS = —k*Ry(7). (C.42)
Dabei haben wir das Effektive Potential eingefiihrt, welches die Form
+1)
Vers(r) = —5— m?ii (C.43)

annimmt. Ersichtlich ist, dass das Effektive-Potential stark von der Drehimpulsquantenzahl [
abhédngt. Man spricht hier auch von der sog. Zentrifugalbarriere. Fiir die S-Wellenstreuung
ist I = 0 und es gilt

Vaps o< V(7)

Angenommen wir kennen die Losung aus (C.41) fiir unsere Radialgleichung, so kénnen wir
unsere stationdre Wellenfunktion nach diesen Radialfunktionen und den Kugelflaichenfunk-
tionen entwickeln

©

wr(r) =D ik

1=0

(21 + 1)R;(r) Py (cos(9)) (C.q4)

Fiir den Fall, groRer Entfernung zum Streuer, lasst sich das Potential aus (C.41) mit V(r) = 0
anndhern. Da Streupotentiale zumeist die Form

V(r) < w u=1 (C.45)
annehmen. Fiir den Fall weiter Entfernung lautet die Losung der Radialgleichung
Ri(r) = Bi(h? (kr) + S1(E)) h{" (kr) (C.46)

C
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FELDQUANTISIERUNG

Flr die Losung der stationdre Dirac-Gleichung
V(r) + me? cZr (~ihd, +i%t) Ev . Ev
nﬁAmeﬁ + wqﬂ&v V(r) —mc? ws) T \Ws

verwenden wir den Ansatz

§|E§xw_§€.§
Aemv - Aﬁgstg_% (1.19)

Der Losungsansatz fiihrt uns auf die Separation in Winkel- und Radialanteil. Die Losung
des Winkelanteils ist hier bereits erledigt, da diese durch xwf gegeben ist. Einsetzen in
Gleichung 1.19 fithrt auf zwei gekoppelte Differentialgleichungen.

. . N . H + +
nTN? - _MA|H F Ag + mvimx?.‘ = (E-mc® - Smxg‘.ﬁ. (1.20)
nTmmﬁ - MW A|H + C_ + WVZWXNE = (E+mc? - V)iGXGm, (1.21)
Es folgen zwei Gleichungssysteme fiir den Radialteil (nur fiir (+)).
1/, 3 2
nw%l?lﬂ@+mimntml§m -V)F (1.22)
E«.T&l%flwimnAm+§nml<vm (1.23)
Dies fiihrt nur auf sinnvolle Losungen fir Z < 137. Fiir die Energieeigenwerte folgt somit.
. mc?
E(n,j) = = (1.24)
1+ Zo
n—(j+1/2)+~/(j+1/2)2=(Zot)2
« entspricht hierbei der Feinstrukturkonstante
x = e L (1.25)
" 4meghe | 1377 25
Entwickeln wir dieses Ergebnis in Potenzen von « so erhalten wir
. 1(Zx)? 1 (Zo* 1 3
~ 2 _ = _ = _ 5
E(n, j) ~me T 2 n? 2 n3 \j+1/2 4n 0
1.2 Feldquantisierung
Die Maxwellgleichungen im Vakuum sind gegeben durch
rotE = —B (1.26)
rotB = & E (1.27)
divB =0 (1.28)
divE =0 (1.29)

QUANTENMECHANISCHE STREUUNG

» 102 Streuung Ebener Wellen an einem Zentrum

Partialwellen

Wir beschrianken uns nun auf den Spezialfall eines radialsymmetrischen Potentiales. Das
heilBt V(r) = V(7). Unter dieser Vorraussetzung an unser Streupotential entwickeln wir
(C.23) nach Kugelflachenfunktionen. Ebene Wellen konnen immer in Kugelflachenfunktionen
entwickelt werden, da die Losungen der Schrodingergleichung eines freien Teilchens in
sphdrischen Koordinaten gegeben ist durch

Wr(r) =D cLm (k) ji(K¥) Yim. (C.26)
1=0
Da wir wissen, dass Ebene Wellen auch Losungen von freien Teilchen sind, machen wir den
Ansatz

o m=l

ekr =" > cim(k) ji(kr) Yim (C.27)

=0 m=-1

Dabei beschreiben j;(kv) die Besselfunktionen. Zu bestimmen sind nun noch die unbe-
kannten Koeffizienten c;, (k). Da es sich um spéhrische Koordinaten handelt, konnen wir
den k-Vektor in die z-Richtung legen. Das heilt der Exponent der linken Seite wird zu
k - v = kr cos(9) was uns eine @ unabhdinigkeit liefert. Da nur die Kugelflachenfunktio-
nen mit m = 0 unabhdngig vom Azimutalwinkel sind, konnen wir die zweite Summe in
(C.27) eingrenzen. Zudem lassen sich dieKugelflachenfunktionen mit m = 0 auch durch die
Legendre-Polynome ausdriicken

1/2
V= (2E1) " picoseon (C28)
4T
Unser Problem redzuiert sich auf die Gleichung
© 1/2
elkreos®) _ 5 ANMMH ) Ak Picos(9)) (C.29)

1=0
Unter Ausnutzung der Orthogonalitdtsbedingung der Legendre-Polynome

N%rw
2L+ 1

%: d3P;(cos(9)) Py(cos(9)) =
0
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2 | FELDQUANTISIERUNG

Das elektrische Feld tibernimmt also hier die Stelle eines Ortes ein, und das magnetische
Feld die eines Impulses. Somit erfolgt eine Quantisierung des Lichtfeldes

=

q
p—
wobei
[q,p] =inl (1.31)
Das elektrische und das magnetische Feld sind somit Operatoren

2w?
<m©

~ 2w?2
B, = :wwo; <M p(t) cos(kz) (1.33)

Die Beschreibung des Feldes erfolgt durch nicht hermitsche Operatoren. In Anlehnung an
den quantenmechanischen harmonischen Operator sind dies @ und 4t (Glauber).

L )
/\% wqg +ip

,\ﬂ‘g?c@ -1ip)

E, 4(t) sin(kz) (1.32)

a=

Theorem Fiir den Kommutator der Leiteroperatoren, bzw. Glauberoperatoren gilt

[a,a] =1 (1.34)

Damit lassen sich elektrische und magnetisches Feld umschreiben

E.~a+at
(a-at)

Bemerkung: Fir das quantisierte elektrische und magnetische Feld in einer Dimension gilt

By, ~

Eo(z,t) = Fo(d + a') sin(kz)
B, (z,t) = By(a — a') cos(kz)

wobei fur £, und B,

hw

M.o| MO‘A\
_ gv MoNSN
@TA» %

gilt. £y und B, konnen hierbei als elektrisches und magnetisches Feld pro Photon interpretiert
werden. -
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Im g

3> 1 VWO&

» 101 Verschiebung der Pole in der komplexen g-Ebene

Die Polstellen des Nenners liegen bei g = TN:. Integrieren wir den Winkelanteil in (C.14) aus,
indem wir den Richtungsvektor y in die sphéarische z-Richtung legen, d.h. y = re., erhalten
WIr

1 2m eiar cos(9)
G(y) = |% wa % % q° sin(9) —————— -k i dp d¢ dg
m_ﬁ\nciwv
Gy = |% me _\ % a° mEva e d9 dq
i lar
G(y) = Ity _Mw . % & »N % du dq
G(y) = R lim 4 (el1" —e719") dg

4itr?r 0 Jo q° —k? —ie

Substitution von g — —q im hinteren Term fiihrt auf

G _aer 4
») = »:ﬂwﬁ me ‘— w g% —k?—ic 4
(Cas)
Wir konnen nun den Residuensatz anwenden
fa)
Res = (C.16)
()|
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FELDQUANTISIERUNG

1.2.1 Quantenfluktuationen

Betrachten wir zunichst den Erwartungswert von E, aus vorherigen Kapitel.

(£) = {n | | )

= MOmEAwNvT: | at | n) +A=§_:;

=0 =0

Die Fluktuationen des elektrischen Feldes sind durch die Varianz gegeben. fiir diese gilt

/\mm sin? (kz){(a")* + (@)° + aat +ata)

= EZsin?(kz)(aat + ata)

= JEZsin? (kz)(2ata + 1)
_ 2 i Ay L
= /\mmo sin QQVA: + Nv
= /\Mﬁc sin(kz), /n + W

»1 Beispiel Wir betrachten eine Box mit 1 mm Kantenldnge mit Vakuum (N = 0), so gilt fir
die Grundmoden bei verschiedenen Wellenldngen

A=2mm = F;~0.15Vem™!

A=500mm = F;~ 10Vcem™! X

1.2.2 Multimoden Felder und Zustandsdichte

Wir betrachten die verschiedenen Moden in einer Box, wie in Abbildung 3, fiir diese gilt

2
o= ()

(T )ms
(T Jm:

Fir die Wellenzahl bedeutet dies

=~
R
Il

>~
N
I

QUANTENMECHANISCHE STREUUNG

Quantenmechanische Streuung

Die Streutheorie wird vorallem genutzt um Aufschluss tiber den Aufbau von Materie, aber
auch von Elementarteilchen, zu erhalten. Dabei haben wir ein Objekt vorliegen, welches
durch ein einfallendes Wellenpaket beschrieben wird, der Streuer besitzt hingegen ein Streu-
potential V (#), was auf das einfallende Wellenpaket wirkt. In einer unendlichen Entfernung
zum Streuer lautet das einfallende Wellenpaketzum Teitpunkt t,

Eh o,
Yo(r,ty) = (2 e* T ay. (C.1)

Wir legen die Koeffizienten a, so fest, dass die Welle mit der Gruppengeschwindigkeit
v = hky/m zum Streuer hinbewegt. Interessant ist die Wellenfunktion fiir spatere Zeiten,
insbesondere nach der Wechselwirkung mit dem Streuer. Fiir ein freies Teilchen ldsst sich
die Stationére-Schrodingergleichung exakt 16sen, man erhélt dabei die Eigenenergien

h’k*

Mw = om . AONV

Nehmen wir an, dass y Eigenfunktionen des Hamilton-Operators mit Streupotential V ()
sind, dann lautet unsere Eigenwertgleichung

WNN
_H\ybgﬁa\:xvu_ﬁw Hm,wﬁ\w. Aﬁwv

Statt (C.1) nach ebenen Wellen zu entwicklen, kénnen wir o (7, ty) auch nach Eigenfunktionen

der Losung von (C.3) entwickeln

d3k
(21)3

Yol(r,to) = Wi Ag. (C.q)

Dabei sind die Koeffizienten Ax noch unbestimmt und charakterisieren spater das Storpoten-
tial. Aus der Schrodingergleichung erhalten wir die Zeitentwicklung unserer Wellenfuktion
(C.4)

iho; y(r,t) =H yp(r,t)
ih 0; y(r,t) = E, y(r,t)

W(r,t) = e BN gy (v, to) (Cs)
d3k
(21r)3

p(r,t) = Wi Ay e et/
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| LAMBSHIFT

Fiir die Beantwortung der Frage betrachten wir Abbildung 4 wobei wir annehmen, dass A < L,
so dass fiir das wir folgenden Differentialoperator erhalten

\%
dm = m%%«&\am

2 k.ww dk sin(6) do d¢
83 -
=41

v,
o5 dAmk? di

Damit ergibt sich die Modendichte zu

ww
2
o(k) dk = -~ daw (137)

1.3 Lambshift

In Abbildung 5 ist die Lambaufspaltung des Wasserstoffatoms angedeutet, eine zuséatzliche
Verschiebung der Energieniveaus. Ursachen des Lambshifts :

n=1———-~
N
S
N

AN H,ﬂ_,,u P

N

8.17GHz

»LS* ,Lamb-Shift“

» 5 Lambaufspaltung des 15;,> Zustands des Wasserstoffatoms

1.) Aus der spontanen Paarbildung von Elektronen und Positronen folgt die Quantisierung
des Vakuums. Vgl. Abbildung 6.

e

e +

» 6 Spontane Paarbildung im Feynmandiagramm

2.) Vakuumfluktuationen des elektrischen Feldes induzieren eine Oszillation des Elektrons
(keine Zitterbewegung!). Vgl. Abbildung 7.
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THEORETISCHE BEHANDLUNG DER LASERKUHLUNG

wobei T eine fiktive Temperatur darstellen soll. Wir sehen also, dass die Atome durch die
spontane Emission erhitzt werden, d.h. dass E zunimmt, was einer thermischen Bewegung
entspricht. Da jedoch kein thermodynamisches Gleichgewicht vorliegt, ist T nur fiktiv, d.h.
T ist fiir ein isoliertes Atom wohl definiert. Die Viskositdt dagegen neigt dazu die Atome
zu bremsen, also sie zu kiihlen. Sind beide Effekte im Gleichgewicht erhalten wir eine
Gleichgewichtstemperatur, eine fiktive Temperatur der Atome im stationare Fall. Diese
Temperatur bietet einen Weg die durchschnittliche Geschwindigkeit zu messen. Nach der
Definition der Viskositit erhalten wir fiir die zeitliche Anderung der Energie

d »_

dE| - _lyd e -Myv? =

ak _yp?
dt |y 27 dt .

M
Mit dem Effekt der spontanen Emission finden wir
dE _ 2noh’k*  yp*
dt M M-
Im stationaren Fall gilt dE/ dt = 0 und wir erhalten den Gleichgewichtswert
212
ply = 2P~ Shr,

wobei wir y = ymax gewdhlt haben. Damit erhalten wir die Temperatur

P 1
NAwHJU = M = NNH, AWWV

Die Temperatur Tp wir auch als Dopplertemperatur bezeichnet. Eine analoge Schreibweise
des stationdren Falls ist

D =ypl, = MykgT.

Diese Relation ist auch als Einstein-Relation bekannt und verbindet dem Diffusionskoeffizien-
ten mit der Viskositédt. Es zeigt sich also, dass der Ursprung des dissipativen Prozesses die
spontanen Emission ist, die mit der nicht einheitlichen Evolution korrespondiert.
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1.3 | LAMBSHIFT

Die Deltadistribution 6 () zeigt, dass der grofte Effekt am Ursprung auftritt. Es folgt fir
den zweiten Faktor

(or) = > (or%)

k

wobei wj = ¢ - k ist. Wir bedienen uns folgendem Ansatz:

mo#y = eEj el k!
e E, .
= 01y = —— = eloxt
m wi

Somit ergibt sich

(6r2) = 3 % (£2)

492
»83\_

\4 e’ 2 3
- mmﬂw % m2cikt Amwv Q[W

k2 dk-4m
Mit
(Ey) = (E2sin® (kz))
_ kel
T Ve 2
ergibt sich
11 e h (™1
2y - & _ —
(6r®) = M g )y & dk (1.38)

Diese Integral divergiert aber beziiglich der Integrationsgrenzen, d.h. es muss sowohl fiir die
obere als auch untere grenzen eine Grenze gefunden werden, so dass eine sinnvolle Losung
gefunden werden kann.

Untere Grenze: Die niedrigste Energie ist durch den Abstand zum ndchsten Energieniveau

gegeben.
Eoor = me*Z®
N9 (4rreg)22n?
_ Eryan _ AF 1 v
Kunin = ne MU=z (n+1)2

Obere Grenze: Bewegung des Elektrons wird durch die relativistische Massenzunahme
gehemmt (Mo = Mc?):
me? _ me

\AEWN - 3 c m

16 2013-11-06
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wobei Ex = Mv3/2 die RiickstoRenergie ist, d.h. die kinetische Energie wenn ein Atom ein
Photon de Impuls Ak emittiert und genauso die Energie die ein Atom annimmt bei Absorp-
tion eines Photons mit Impuls hk. vy ist dementsprechend die RiickstoRgeschwindigkeit.
Numerische Werte fur y ergeben eine Beziehung der Form

y ~5-103%n0 = 2.5 - 10-°TS.
Mit § < 1 folgt
It <ngt <yt

Unter diesen Umstanden erhalten wir drei Zeitskalen im Problem, siehe dazu Abbildung 100.
Die Relation ! <« ng?! zeigt, dass die Fluoreszenzzyklen nicht iiberlappen und unabhéngig

ﬂ\_
fe—>]

g >t

» 100 Eine Sequenz von Fluoreszenzzyklen

sind. Sei 5t ein Zeitintervall mit I'' < §t < y~! und N. die Anzahl der Zyklen +k in diesem
Intervall. Da 6t < y~! hat die Geschwindigkeit der Atome nicht die Zeit sich merklich unter
der Viskosenkraft im Intervall ¢ zu dndern. Deshalb konnen wir tiber das Intervall mitteln

(N.) =n.(v)dt.

Sei p(N,,N_, 8t) die Wahrscheinlichkeit N, (+k) Zyklen und N_(—k) Zyklen im Intervall 6t
zu beobachten. Da die Fluoreszenzzyklen unabhédngig sind, folgt die Wahrscheinlichkeit der
Poissonverteilung (Wahrscheinlichkeitsverteilung)

. B A2+v2+ AZLZ\m\:ZLLZ\:
p(N,,N_;6t) = N,IN_|

Wir verwenden hgq,...hqy, .y um N, + N_ Impulse der spontan emittierten Photonen eines
Atoms im Intervall 6t zu bezeichnen. Dementsprechend bezeichnen wir mit AY

hy = N&H + ...+ N&Z++Z\.

Die emittierten Photonen sind nicht miteinander korreliert und (Y) = 0. Die durchschnittliche
Variation der Impulse wahrend der Zeit 6t is aufgrund der absorbierten Photonen

(p(80)) = (n., (V) —n_(V)hKSL.
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1.4 | HYPERFEINSTRUKTUR UND ZEEMANEFFEKT IM WASSERSTOFFATOM

» 8 Atomkern mit magnetischen Moment und Elektron mit Spin im Wasserstoffatom beziiglich
eine s-Zustands

wobei der Term S - |00 () |* die Spindichte reprisentiert und geuss - |Wioo(¥)|? die magne-
tische Dipoldichte . Zerlegen wir unser Problem in Kugeln mit konstanter Magnetisierung M;,
so gilt fiir die Gesamtmagnetisierung am Koordinatenursprung

M(0) = > M;

Bemerkung: Aus der Elektrodynamik wissen wir, das eine Kugel mit konstanter Magnetisie-
rung ein Magnetfeld am Ursprung erzeugt, fiir das
2
B(0) = w:oE (1.40)

gilt (siehe J. D. Jackson. Classical electrodynamics. Bd. 3. Wiley New York etc., 1962). -

Unter Verwendung von Gleichung (1.40) gilt fiir das Magnetfeld am Kernort

B(0)

2
WEOMZN
i

2
wri&&ovw

und mit Gleichung (1.39)

4 .
B.(0) = — 2 HoHsS - |W100(1)* (1.41)
3 N
= iww
4
= - totw.w (1.42)
31Tag,
Fir den Wechselwirkungsterm im Hamiltonoperator folgt somit
Hyr = \tmwm
4Uo
= I-S 1.
Sma 9pHkHs (1.43)

Die in der Gleichung aufkommenden Konstanten sind in Tabelle 2 mit ihren Definitionen
aufgefiihrt. Im Fall des Wasserstoffatoms nimmt der g-Faktor g, den Wert 5.58 an. Fiir

18

THEORETISCHE BEHANDLUNG DER LASERKUHLUNG

Theoretische Behandlung der
Laserkiihlung anhand der
Dopplerkiihlung

Eine wichtige Anwendung der spontanen Lichtkraft

r s
m.m@aEHNNhM%;vH

(B.1)

ist die Laserkiihlung (engl.: doppler cooling) von Atomen. Im Folgenden soll das Prinzip
der Dopplerkiihlung naher betrachtet werden. Die Atome sind hierbei in einem zwei-Niveau-
System mit einem Energieunterschied von hwy. Sie sind zwischen zwei Laser gleicher Fre-
quenz w lokalisiert die von beiden Seiten eingestrahlt werden. Die Frequenz soll nahe der
Resonanzfrequenz der Atome sein, bei einer Verstimmung von 6 = w — wo < 0. Um die
Diskussion zu vereinfachen betrachten wir den eindimensionalen Fall (insgesamt zwei Laser
in z-Richtung ausgerichtet). Die Laserstrahlen haben hierbei die Wellenvektoren

kllz und -k -z
Ein Atom im Feld beider Laser durchlduft Fluoreszenzzyklen. Ein Fluoreszenzzyklus besteht
hierbei aus der Absorption eines Photons eines Lasers im Grundzustand. Das Atom geht

somit in einen angeregten Zustand Uber. Spontane Emission fiihrt zum Riickfall in den
Grundzustand. Sei n, (v) die Anzahl der Fluoreszenzzyklen pro Sekunde die ein Atom mit

k L L -k
J
J

Laserstrahl (+) Atome

Laserstrahl (—)

» 99 Das Prinzip der Laserkiihlung

der Geschwindigkeit v mit der Absorption von Photonen mit Wellenvektor k durchlauft und
n_(v) die Anzahl der Fluoreszenzzyklen mit Absorption von Photonen mit Wellenvektor
—k. Bewegt sich ein Atom nach links, vergleiche hierzu Abbildung 99, wird es gemal dem

111
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1.4 | HYPERFEINSTRUKTUR UND ZEEMANEFFEKT IM WASSERSTOFFATOM

(x) sind die sogenannten Clebsch-Gordon-Koeffizienten. Es handelt sich dabei um Entwick-
lungskoeffizienten, mit denen man aus der Basis der Einzeldrehimpulse, bzw. Einzelspins in
die Basis des Gesamtdrehimpulses, bzw. Gesamtspins tibergeht. Die einzelnen Koeffizienten
konne nach allen Regeln der Drehimpulsgymnastik bestimmt werden. -

Zeemaneffekt

Durch anlegen eines schwachen Magnetfeldes erwarten wir eine Aufspaltung der Energieter-
me wie in Abbildung 9, den Zeemaneffekt. Schwach heilt hierbei, dass die Feinstrukturauf-
spaltung grol gegeniiber dem Magnetfeld ist, d.h.

AEprs > twm (1.47)

Die fur F = 1 skizzierte Aufspaltung entspricht hierbei dem linearen Zeemaneffekt (aus der
entarteten Stérungstheorie) und die fiir F = 0 entspricht einem quadratischen Zeemanef-
fekt (aus der nicht entarteten Stérungstheorie). Der Wechselwirkungsterm im Hamiltonian
entspricht:

Fo1 \.\.\. B linearer Zeemaneffekt wegen entarteter Sto-
B Se o rungstheorie
F—0 quadratischer Zeemaneffekt wegen ,nicht

S~ entarteter Storungstheorie®

» 9 Lineare und quadratische Zeemanaufspaltung am Wasserstoffatom

Hg =—f1, - B=2ugB - S.. (1.48)

Fir die Basiszustande gilt:

|F =1,mp = 1) = [+)s]|+); (1.49)
1
:uHw.S@mHovHMA_+vm_\v~+_\vm_+v~v (1.50)
|[F=1,mp=-1) = |-)sl-) (1.51)
1
:uHo_:\:nHovHM:.TV,@_IVNI_IV,@_.TVZ (1.52)

Bemerkung: Der Zustand (1.49) ausgedriickt in der alten Basis ist:

1 1
I = M.S\: = \v.

[F=1mrp=1)2 |S = 5

BEWEISE DER KOMMUTATORRELATIONEN

Beweise einiger niitzlicher
Kommutatorrelationen des
Dirac-Hamiltonoperators

Der relativistische Hamiltonoperator nach Dirac lautet
Hp = cx - p + Bmoyc>. (A1)

Mit den Beziehungen

_(0 O« _ (0 0y (0 6 (1 o0
Ky = AQ).X 0 v. Qv\ - A@‘v\ 0 v. Xz = A@.N Ov‘ m - AO |H—v A>Nv

Wie wollen nun zeigen, dass im Falle des relativistschen Hamiltonoperators die Quantenzah-
len [ und s keine guten Quantenzahlen mehr sind, der Gesamtdrehimpuls j hingegen schon.
Dazu muss gelten

[S,Hp]+#0
[L,Hp]#0 (A.3)
[S+L,Hpy]=[J,Hp]l=0

[Si, Hpirac] = ¢[Si, &jp;] + moc? [Si, B]
=0
=c[Si ;]p; +coy [Si, py]
=0

(5026 96 9 2

0 Loy, 05]
oy, 0}] 0

Betrachte:

[Si, &) =

109
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L5 |

UBERGANGE UND AUSWAHLREGELN

hat |+) |—) Charakter fiur pug > a
d. h. diese beiden Zustande veran-
dern ihre Eigenbasis mit B.

[=) =)

» 10 Lineare und quadratische Zeemanaufspaltung im Wasserstoffatom
1.5 Uberginge und Auswahlregeln

Wir betrachten induzierte Uberginge zwischen stationiren Zustidnden. Die dominierende
Wechselwirkung ist die Dipolwechselwirkung, fur diese gilt:

Hyw = -d - E,

wobei

E = |Eg| Re(e U E).

Polarisationsvektor:
Ex = &;
&y T i€
g, = X 1&y
V2

Fiir die Ubergangsrate gilt:

2
Ubergangsrate oc |Ey|?

%sw@ CE) i dv
wobei d = e - #. Somit

Ubergangsrate oc |eEo|?| (f | #- E | i)]°.

N
N

2013-11-12

ULTRAKALTE ATOME | 4

Mit Hilfe von Gleichung 4.45 fiihrt eine Fouriertransformation zu

am o e Ex\:
@Sﬁ%:c\ww F p” 3
417 /k2
N k2 1
= :%nﬁ&%ﬁlwg

=Caa To% X — Wg

Die Bedeutung des Winkels « ist in Abbildung 96 zu sehen.

» 96 Zur Veranschaulichung der Fouriertransformation und des Winkels «. Es zeigt sich k., =
k cos «.

Im Zusammenhang mit Bogoliubov gilt
gn(r,t) — gn(r,t) + Ta:\. Buga(r —v") d3r'.

D.h. wir erhalten

(4.46)

212
w? nw%ﬁ@+9i8%9|iwvv + hk g

2m?2

Es zeigt sich, falls C;y > 3g und k — 0 wird w? < 0, d.h. es tritt eine Instabilitit auf
(Phononen induzierter Kollaps). Siehe hierzu die Dispersionsrelation in Abbildung 97.

Bemerkung: Allgemein geht die Fouriertransformation einer 2-Teilchen Wechselwirkung in
die Bogoliubov Dispersionsrelation tiber (siehe Abbildung 98). -
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1.5 |

UBERGANGE UND AUSWAHLREGELN

Weitere Auswahlregeln
Weitere Auswahlregeln folgen aus dem Winkelanteil, dazu betrachte

%M\w Y1 Yi dQ (1.61)
Durch Verwendung der Eigenschaften von Kugelflichenfunktionen:

YimYem = AYe v1,memy + BYe,—1,my-m

wobei A und B sind bekannte, jedoch uninteressante Konstanten. Weiter gilt die Orthonor-
malitcitsrelation der Kugelflachenfunktionen:

% Y, Yo dQ = 640 G- (1.62)
Fur Gleichung (1.61) bedeutet dies

% Y YimYidQ = A0, 0,018 mpmiem + BS0, 0 16mpmi-m
Diese Gleichung ist erfillt fir

Al = +1 (1.63)

In obiger Gleichung spiegelt sich die Drehimpulserhaltung im Lichtfeld wieder.

Bemerkung: Die hergeleiteten Dipolauswahlrelgeln geben nicht nur Auskunft dartiber, ob
ein Ubergang erlaubt oder verboten ist, sondern auch welche Art von Polarisierung das Licht
aufweist. So liegt beim 1-Ubergang linear polarisiertes Licht vor, bei einem ¢.-Ubergang
rechts oder links zirkularpolarisiertes Licht. -

Definition Zundchst definieren wir den Paritdtsoperator P, welcher eine Spiegelung des
Zustandes an der Null verursacht. Folgende Transformationen werden durch ihn veranlasst

v — —r
0—-0-1
b—-P+m

0 wird reflektiert und ¢ rotiert (vgl. Abbildung 11). X

Es zeigt sich, dass die elektromagnetische Wechselwirkung invariant unter P ist, d.h.
[p.71] =o0.

Die Eigenwerte des Paritdtsoperators ergeben sich zu +1, da

d.h. P entspricht einer Involution.

24 2013-11-27

ULTRAKALTE ATOME

v>S Ve = BEA@V

3
E(q) P
a A Ep \

Angregung mAfglich

keine Angregung mAJglich

>
2

Bogoliubov a-& Allgemein p

» 94 Zur Veranschaulichung des Landaukriterium. Abgebildet ist einmal E/(nq) iiber g§ und %,
uiber p. Unterhalb der roten Linie sind keine Anregungen méglich, oberhalb schon. Fiir die kritische
Geschwindigkeit gilt v = min(%,/p).

Jetzt linearisieren wir um eine homogene Dichte n,
nr,t) =ng +on(r,t) und on < ny. (4.37)

Damit in Gleichung (4.35) und (4.36) und behalte nur lineare Terme in én, v fiihrt zu

oon+nyV-v=0 (4.38)
NN
mo,v + 4@&3 - gbm:v =0. (4.39)

Losungsansatz mittels ebener Wellen
on = on,elkr-wb,
v= me:w.ilsz

Eingesetzt in Gleichung (4.39)

—iwdn, + neik - v, =0, (4.40)

) . h2k?
—miwv, + :?T?: + gb?ﬁw =0. (4.41)
Bemerkung: v, || k longitudinale Dichtewellen (Fliissigkeit.) -

Ineinander einsetzen ergibt

. h%k? \ ony
v, =ik I+ | i (4.42)
mng ) niw
Einsetzen in Gleichung (4.40) ergibt
212
0 = iwsn, + noik - :AQ + Fv o _ iw
4mn, | miw

w? nok? N h2k?
m g 4mng )°

2014-07-02 105
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1.6 | DAS HELIUMATOM

» 12 Prinzipielle Struktur des Heliumatoms

1.) Vernachlédssigung aller relativistischen Effekte:
» €1 - 51, - s> - Spin-Bahn Wechselwirkung
» £, - 55,4, - s; - Spin-other-orbit Wechselwirkung
» §1 - §» - Spin-Spin Wechselwirkung

» ¥, - £, - Bahn-Bahn Wechselwirkung

e2
4tregT2

2.) Vernachldssigung von Hy» = (Coulomb-Term)

Ein geeigneter Losungsansatz ist

Yo = Unem (1) = Upgr (12)
=Uq(1) - up(2)
=u(ab)

Hierbei sind u, ¢, und u, ¢4, die Wasserstoffwellenfunktionen. Fiur die Energien ergibt
sich

E=E,+E,.

Wenn die Wellenfunktionen tiberlappen, kann Elektron 1 und Elektron 2 nicht unterschieden
werden, d.h. es existiert eine entartete gleichberechtigte Losung

Yo = Ua(2) - up(1)
= Upa,

also der Wechsel der Indizes von u,p. Die allgemeine Losung setzt sich aus beiden Losungen
zusammen

U= Ugp + PUpg.
Hi, hebt die Entartung auf, da H, invariant unter P ist,
PHy = +Hyy,

26 2013-11-27
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Setzen wir £ = % und schreiben die Gleichungen in Matrixgleichungen um, so gilt
A B
%Am bv =0 (4.26)
= 0= AMW +=®+NSVAMW+=Q|NSV -n?g? (4.27)
2
= (hw)’ = (£ +ng) - (ng)* (4.28)

= 200 + 2ng). (4.29)

Hieraus folgt die Bogoliubov-Dispersionsrelation

E(q) = hw = /\A@ +ng)’ - (ngy? (4.30)

Diese ist in Abbildung 92 aufgetragen. Es zeigt sich:

«— 1 —> q-&
wWw frei

» 92 Bogoliubov-Dispersionsrelation. Dimensionslos mit charakteristischer Wechselwirkung nq
und Healing Linge &.

» Fiir g — o: E(q) = £} + ng.

» Fiir g — 0: E(q) = Shq, wobei S als Schallgeschwindigkeit der Form S = \/ng/m
betrachtet werden kann.

Es liegt somit lineare Dispersion vor!

Bemerkung: Ist g < 0, also attraktive Wechselwirkung, dann kann E(q) imagindr werden,
d.h. es liegt Instabilitat vor. -

4.2.2 Landauerkriterium

Wir betrachten ein makroskopischen Objekt in einer Fliissigkeit (vgl. Abbildung 93). Fur die
Bilanzgleichung nach Emission eines freien Teilchens gilt

4 _rPa, p (4.31)
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1.6

DAS HELIUMATOM

Betrachten wir die Wirkung des Austauschoperators auf den Dipoloperator

Prodyz = Pra(ery +er)

= (er; +ery)
= +~WHN.
Wirkt der Austauschoperator auf d;, so gilt
Nw; _A :w&ﬁﬁ» dQ = - _A :w&EQ& dQ
(1.65)
=0

Der Austausch der Bezeichnungen der beiden Elektronen in Abbildung 13 darf den Wert
des Integrals nicht dndern, weshalb das in Gleichung (1.65) berechnete Matrixelement 0 ist.
Die Symmetrieeigenschaft beziiglich P;, bleibt erhalten. Mit andern Worten, P;, ist eine
Konstante der Bewegung.

Bemerkung: Die ganze Rechnung ist nur erlaubt falls

AE < Ey,E),
ist (erste Ordnung Stérungstheorie). -
Im Grundzustand E(1s?) verschwindet u 4. Fiir die Energie gilt

E(1s%) = 2E(1s) + AE.

Hierbei entspricht E(1s) der Grundzustandsenergie im Wasserstoffatom, also —54.4 eV, AE
berechnet sich aus

e? 1 5_ e
= —7— =34eV.
A%.:.MH:\HN v 41180 4 249 €

Abbildung 14 stellt den Grundzustand mit den von uns verwendeten Ansatz dar, sowie einen
durch numerische Methoden bestimmten Wert. Die Abbildung zeigt, dass unser Losungsan-
satz nicht die Exaktheit des numerischen Wertes entspricht und dementsprechend verbessert
werden muss.

1.6.1 Angeregte Zustande

Im Folgenden wollen wir nun auch angeregte Zustandnde betrachten, wie z.B. fiir ein ange-
regte Elektron, sodass wir folgende Konfiguration erhalten

(1s)(nd).

Die erste Klammer entspricht dem inneren Elektron die zweite dem duReren Elektron. Die
Energie beziiglich He* (1s) ist dann

E=E,+] =K.

28 2013-12-04
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2.) Mit Ansatz ¢ = fe'® in die Gross-Piatevskii Gleichung (4.9) und nach Real- un Ima-
ginarteil sortieren. Der Imaginarteil fihrt auf die Kontinuitatsgleichung, der Realteil
dagegen auf die Eulergleichung einer Quantenfliissigkeit

me\\%< \qe\w MR m‘mqim \Wﬂ\ (4.13)
v P 2 m \2myn m 413
Dies wir auch als die Bewegungsgleichung einer Quantenfliissigkeit bezeichnet, wobei
der Term
1 h? )
Q=V A TN «mv

als Quantendruck Q angesehen wird. Die perfekte Fliissigkeit hat links den Term
v -V X (VXV)=...

und rechts verschwindet der Term
1 h? )
§<Am§§< /\MV =0.
Es gilt zudem
.Y
p=ns
fir den Druck.
Bemerkung: Unterschied eines Bose-Einsteinkondensat zur klassischen Fliissigkeit
» Superfluid ist wirbelfrei = quantisierte Wirbel
» Quantendruck AD =1v(. .vv = Tunneleffekt

Frage: Wie sieht die Dispersionsrelation einer Quantenfliissigkeit aus? -

4.2.1 Anregung a la Bogoliubov

Bemerkung: Der folgende Ansatz ist ein guter, falls na® < 1 gilt. -

Die nichtlineare Wellengleichung ist durch

—h2
— V24 V() + 2ty =ihd )
,MNE (r)+glyl wé iho,p (4.14)
gegeben. Da wir an elementaren Anregungen (sehr kleinen Anregungen) interessiert sind,
storen wir die Wellenfunktion (¢ mit einer kleinen Stérung 6. D.h. betrachten die Linearisie-
rung um die Dispersionrelation, an der wir ebenfalls interessiert sind zu bekommen. Fiir die
Anregung im linearisierten Regime gilt

Y-y +oy (4.15)
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1.6 | DAS HELIUMATOM

J ist dafiir verantwortlich, dass die ¢-Entartung (vgl Wasserstoffatom) aufgehoben wird, da
die Exzentrizitit des Zustands von £ abhingt.

Fir hohe n ist die Abschirmung somit immer besser, d.h. Energien ndhern sich dem des
Wasserstoffatoms an.

1.6.2 Elektronenspin und Pauli-Prinzip

Wir betrachten die Wellenfunktion eines Teilchens
w(1) =u(l)x:(1), (1.66)

wobei =+ stellvertretend fiir Spin up/down zu verstehen ist. Wir betrachten nun nur x. bei
Spin s = 1:

X+ (D)x+(2) M, =1
Xs =1 75X (x-(2) +x. (2)x-(1)] ,M;=0 (1.67)
x-(1)x-(2) M, = -1

Xs ist die Triplett Spinwellenfunktion , die auch als Orthohelium bezeichent wird.

Betrachten wir Spin s = 0:

1
Xa = HQLCX\ANV = Xx+(@)x-(1)] (1.68)

X4 ist die Singulett Spinwellenfunktion , die auch als Parahelium bezeichnet wird.

Nach Pauli gilt

UsX
Ya = A (1.69)
UsXa

zudem gilt das Interkombinationsverbot, d. h.
AS = 0. (1.70)

Dies gilt jedoch nur solange S und m; gute Quantenzahlen sind. Diese werden durch die
LS-Kopplung aufgehoben.

Der Grundzustand des Heliumatoms ist somit ein Singulett Zustand (S = 0) 152

Theorem Fiir viele Elektronen mit Einteilchenwellenfunktionen @ (1) ...y, (N) kann mit der
Slaterdeterminante die antisymmetrische Wellenfunktion bestimmt werden.

Yull) ... @alN)
1 .

fn% : : (1.71)
wy(1) ... Wy(N) .

30 2013-12-04
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E/N,

» 91 Energie E(w) durch die Energie des ungestorten harmonischen Oszillator iiber der Gauf’-
breite w aufgetragen.

D.h. mittels dieser Gleichung ist es moglich die kritische Anzahl von Atomen zu bestimmen,
bei der eine Bose-Einstein Kondensation maéglich ist, falls a < 0.

Bemerkung: Bei der attraktive Wechselwirkung stehen somit der Quantendruck und die
Wechselwirkungsenergie in Konkurrenz. -

Wie wir bereits in Abbildung go gesehen haben stellt die Thomas-Fermi Ndherung an den
Réandern keine gute Losung der Wellenfunktion dar (Spriinge und Unstetigkeiten). Die He-
alinglinge & eines Bose-Einstein-Kondensats stellt hierbei eine Korrektur zu Thomas-Fermi
Néherung dar, es gilt

. 1
Exin = Eww = mN = §.

Hierarchie der Lingenskalen

Im folgenden Abschnitt sei a die Streulidnge, ayo die harmonische Oszillatorlinge, n=1/3
der mittlere Teilchenabstand und & die Healingldnge. Um eine gewiinschte Hierarchie dieser
GroRen zu erhalten betrachten wir wieder das GP-Energiefunktional (4.10) und vergleichen
die kinetische und potenzielle Energie

w1

2715 2
= —mw-* Lange
2m Lange® 2 J
Nm
= Lange” = 2L

Vergleichen wir zudem die kinetische Energie mit der Wechselwirkungsenergie
n: 1 41rah?

yhmsmm T Tm "
1
= Lange = ——— =¢&.
8= Jgman
Die Gross-Pitaevskii Gleichung ist nur fiir eine schwache Wechselwirkung na’® < 1 giiltig
2
RSN S

n?3  8mnlla
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| GRUND- UND ANGEREGTE ZUSTANDE VON MEHRELEKTRONENATOMEN

Quantenzahlen [ eine sehr geringe Aufenthaltswahrscheinlichkeit ndhe des Kerns aufweisen.

Sie splihren damit eine Potential, welches dem Wasserstoffatom dhnelt und sich quasi nur in
der Kernladungszahl Z unterscheidet.

o(s) 1.35
o(p) 0.86
o(d) 0.01

» 4 Werte zum Quantendefekt der verschiedenen Schalen

In Tabelle 5 sind fiir n* verschiedene Beispiele aufgefiihrt.

Li Na K Rb Cs

n 2 3 4 5 6
n* 16 16 1.7 1.8 1.9

» 5 Werte zu n* zu verschiedenen Alkali Atomen

1.8 Grund- und angeregte Zustinde von Mehrelektronenatomen

Im folgenden wollen wir die Hundschen Regeln besprechen:

1. Regel: S ist maximal, da so die CoulombabstoBung durch den Austauschterm minimiert
wird.

2. Regel: L ist maximal, wobei L = 3 ¥;
> Beispiel Die Elektronenkonfiguration von Phosphor (Z = 15) ist:
1522522p%3s23p3
Die ersten vier Schalen sind abgeschlossen, die Valenzelektronen sind in 3p. Nach den
Hundschen Regeln gilt
» 01 =1,0, =1, {3 =1 mit jeweils my = -1,0,1
» 3 Valenzelektronen: S =3 - = 3

» Mittels der Slaterdeterminante folgt fir die Wellenfunktion (space:

+(1) 0(1) =)

1
Wspace = —75= +ANV OANV IANV
TOVBLG) o) —@)
1
na:+0|v+6|+v+T+ov|To+v|f+|ov|_o+|:

32 2013-12-04
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V(r)

Thomas-Fermi-Radius

» 87 V(r) unter der Thomas-Fermi Ndaherung mit eingezeichneten chemischen Potential ¢ und
Thomas Fermi Radius Ry.

» 88 Veranschaulichung der Unstetigkeit am Rand von V (v) unter der Thomas-Fermi Naherung.
Bemerkung: Eine Quantenfliissigkeit passt sich dem Potential an. -

Die Gross-Pitaevskii Gleichung, bzw. die nichtlineare Schrodingergleichung hat die Form

2
ihg(r,t) = ﬁwm‘:\hqw +V(r) +glyl(r, 3@6:._3. (4.9)

wobei g = »:M_Na und a die Streuldnge ist. Unter der Thomas-Fermi Ncdiherung versteht man
hierbei die Annahme, dass der Wechselwirkungsterm in Gleichung (4.9) groRer ist als der
Anteil der kinetischen Energie, d.h. wir konnen diesen vernachldssigen. Die Losung ist in
diesem Fall

1
= S (U=-V)).
n(r) ,QAt (r))
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1.9 | GEONIUM

d.h. die Falle ist in z-Richtung orientiert, wobei

4eA
w, = ]—
me

gilt. In der xy-Ebene fiihrt dies zu einer Kreishewegung mit der Zyklotronfrequenz wc:

eBy
Wce = ’
mecC

sowie zu einen E X B-Drift:

o} .
F,=e_—r
" or
2eArt
Me 5 .
= mm wird
wobei F, der elektrischen Kraft entspricht. Betrachten wir zusétzlich die Lorentzkraft so

gilt:

wr m
Mew?r = e~ By — ‘mm wir
B E

Durch multiplizieren mit 1, und » sowie umformen fihrt fiir we > w, auf:

2
w
SN|8m8+%no

Fir w¢ > w, folgen die beiden Losungen:
w?

NSﬁ

W1 = We = W¢ —

2
z

w
SNHSEHNS
C

Hierbei liegt die Zyklotronfrequenz im Bereich von ~ 100 GHz und die Magnetronfrequenz
von ~ 100 kHz.

Bemerkung: Eine 2-dimensionale Kreisbewegung hat die Niveaus eines 1-dimensionalen
harmonischen Oszillator (siehe Landauniveaus). -

Eine Quantenmechanische Rechnung liefert die Energie:

Enms kg = hwsng + hw; A: + wv +hw, A=+ + wv — NS\A:\ + wv

2 2 2
Mit
a®o \°
®z = A§&Nv
aB am aB \*  ad |
_ _ ., 4P - _ _ 0
=TI ome ©: 2me Tfﬁnv N:e&L

34 2013-12-04
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sin(kr)
r

| 5
7 a >./J\

th
Ausschlussvolumen !

» 85 Radialfunktion R (7). Die Radialfunktion schneidet die 7-Achse bei der Streulidnge a und der
thermischen deBroglie Wellenldnge A,.

4.1.2 Grundzustand eines BEC in einer harmonischen Falle

Wir betrachten das harmonische Potential

1 5
2,2

V(r) = ymw (4.5)
und berechnen das Eigenfunktional fiir eine Testfunktion

W=A-eTe, (4.6)
wobei b die Breite des Gaul ist. Der Hamiltonoperator hat die Form

H = m‘m+<+®_€_m.

2m
Somit gilt
n? ) , 4mh’a L
WiHIp) = Ew) = [ | 519wl +vinlw) Il ar, 47)
——
=9

d.h. aufgrund der Isotropie bleibt bei der Integration tiber das gesamte Volumen nur noch
die r Integration tibrig. Mit dem Ansatz (4.6) wird die Energie nur abhéingig von b sein.
Abbildung 86 zeigt die Energie in Abhédngigkeit des Parameters b. Insgesamt erhalten wir

E(b)

» 86 Energie aus (4.7) aufgetragen iiber der Potentialbreite b.

N 4

— 4 + AN.:.vw\m w_

E(b) 3 hoo ayo  b? gN 1
b? ayp2
hierbei ist ayo die harmonische Oszillator Lange (Ausdehnung des Gaus im HO-Potential).

95
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1.10

| RYDBERGATOME

3-10710
21010

1-10710

0 1000 2000 3000 4000 0 1000 2000 3000 4000

v in Einheiten von a, 7 in Einheiten von a

» 19 Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte (blau) und Aufenthaltswahrscheinlichkeit (lila) des
43s-Zustands beim Wasserstoffatoms. Signifikant ist hierbei vor allem die hohe Aufenthaltswahr-
scheinlichkeit am Umkehrpunkt.

dort ihr Maximum besitzt (am Kernort selbst ist auch beim Grundzustand die Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit Null). Dies ist ein typisches Merkmal fiir Rydbergatome, wobei diese
Aufenthaltswahrscheinlichkeit noch kleiner wird, wenn der Drehimpuls maximiert wird.
Weitere typische Eigenschaften von Rydbergatomen sind:

» Die Bindungsenergie skaliert mit % Dies ist auf die Tatsache zuriickzufiihren, dass
aufgrund der hohen Anregung Feinstruktur- und Hyperfeinstrukturwechselwirkung
vernachldassigt werden konnen und damit die Bindungsenergie durch E,, = — w\w mit der
Rydbergkonstanten R, gegeben ist.

» Die Aufspaltung der Energieniveaus skaliert mit :F“
» Der Atomradius nimmt mit n? zu.

» Die Lebensdauer (spontaner Zerfall) von Rydbergzustinden nimmt mit n® zu.
Durch die Schwarzkorperstrahlung kommt es allerdings zu stimulierten Emissionspro-
zessen, wodurch die Lebensdauer verkiirzt wird (dazu spater mehr)

» Die Dipolmomente skalieren mit ~ n?2

» Die Polarisierbarkeit skaliert mit n’

1.10.1.1 Zur Lebensdauer von Rydbergatomen (am Beispiel von Wasserstoff und
Rubidium)

Anhand der obigen Auflistung sehen wir, dass Rydbergatome ~ 1000 mal ldnger Leben als
normale angeregte Zustinde. Die Linienbreite eines Ubergangs zwischen zwei Niveaus ist
dabei durch den Einstein-A-Koeffizienten gegeben:

} ~
e | (notome @ ome |

I'=Apt—ne =
Daraus ergibt sich schlieflich die Lebensdauer eines angeregten Zustands gemal

-1
.ﬁonE = HSH = M >:ml=&:
n

WAW 2013-12-11

ULTRAKALTE ATOME | 4

Ultrakalte Atome

4.1 Bose Einstein Kondensation

Merkregel Sein die Teilchendichte, C eine reelle Konstante so gilt fiir die kritische Temperatur
der Bose Einstein Kondensation Tc

ks Tc = C - Energie(n, h, m)
NN 2/3
= ﬁm§: ,

wobei die Energie von h, n und m abhdingt, bzw. iiber die Energie-Impuls Beziehung. In einer
harmonischen Falle wie etwa in Abbildung 83 gilt
N kg T

= kgTc = ChwoN'3,

n

Eine explizite Rechnung zeigt, dass C = 0.94. Typischerweise gilt

_mmﬂﬁ > NMCO (4.1)

» 83 Harmonisches Potential mit eingezeichneter Nullpunktenergie und Energie bei der kriti-
schen Temperatur fiir die Bose Einstein Kondensation.

4.1.1 Effekt der Atom-Atom Wechselwirkung

Unter Verwendung eines Harten-Kugel-Potential, auch Pseudopotential genannt, lésen wir
die Schrodingergleichung fiir zwei Teilchen in einem 3-dimensionalen Kastenpotential wie in

Abbildung 84 zusehen ist. Dazu verwenden wir den Losungsansatz

2014-06-18 93
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1.10 | RYDBERGATOME ATOM-ATOM WECHSELWIRKUNG | 3

623.750

623.700

623.650

Laserfrequenz relativ zum 5P;,,-Niveau (THz)

I U /\C
Vi
623.600
» 81 Modell zweier iibereinanderliegenden Kastenpotentialen, mit einem Hohe variierenden Ma-
gnetfel.
623.550
——= N A s 0
= - A={ 70, + e (3.15)
0 5 10 15 20 25 30 A e b Vinvorusp 0 £+ Vou +upB
elektrisches Feld (Vcm™!) I
» 21  Stark-Effekt im Rubidium gegeben. Als Losungsansatz der Schrodingergleichung setzen wir eine zwei komponentige
Wellenfunktion an
i asinkr + 6
1.10.3 Sonstiges oo, T o).
Be
1.10.3.1 Detektion von Rydbergatomen wobei
Da es sich bei Rydbergatomen um stark angeregte Elektronenzustinde handelt, deren k=+E und K = \<o5 _ L

Energie unweit von der Kontinuumsschwelle entfernt ist, konnen diese sehr leicht ionisiert
werden. So fihrt bereits etwa eine Stérung mit der Umgebung zur Ionisierung. Dadurch
kommt ein Elektronenfluss zustande, der dazu genutzt werden kann, um Rydbergatome zu
detektieren.

Die numerische Losung diese Systems ist in Abbildung 82 zu sehen. Fiir die Streuldnge a

1.10.3.2 Verwendung von Rydbergatomen

Dadurch das Rydbergzustande (vor allem bei niedrigen Temperaturen) besonders langlebig
sind, stellen Rydbergatome einen bedeutenden Schritt in Richtung zur Realisierung eines
Quantencomputers dar.

» 82 Numerische Losung der Schrodingergleichung mit Hamiltonoperator (3.15).

gilt
A
a = Q\wOAH — ‘Aw — Wﬁvvv Awuav

und somit fithrt B = By zu einer Divergenz der Streuldnge.

w% 2014-01-08 2014-06-18 91
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2.1 | ZWEI NIVEAU SYSTEM: RABTI OSZILLATION

Form

Geg = le) (gl (2.2)

lg) (el (2.3)

Gge

> Beispiel Wirkung von (2.2) und (2.3) auf den Grund-, bzw. angeregten Zustand

@.m& _.Qv = imv A.Q_,Qv = imv
Goe le) = 1g) (ele) = 1)
Oge19) = 19) (elg) =0 I

Hintereinanderausfithrung von (2.2) und (2.3) ergibt
Q).mmoﬂ,mm = le) (glg) (e
= le) (e] = Oee
AQ>.m.Q0>.mmv = AE_NV Am_ev
= elw)* = P,

P, ist hierbei die Wahrscheinlichkeit, dass das Atom im angeregten Zustand ist, P, ware
dementsprechend die Wahrscheinlichkeit, dass das Atom im Grundzustand ist.

Der Hamiltonoperator des Zwei Niveau System lautet dementsprechend

~u~>8§ = v:cc@.mm @.mm (2.4)

Quantisiertes Lichtfeld

Im Folgenden betrachten wir ein Quantisierungsvolumen V.

VvV =1I53
Das elektrische Feld E(r,t) in der Box kann zerlegt werden in eine Summe aus ebenen Wellen
(Fourier Transformation).

E(r,t) = > [e,Exer exp(—iwit — ik - 7) + c.c.]
k,p

Hierbei gilt fiir den Wellenvektor

_ 2mm;
TL

k=|k | , k

Ej entspricht der Amplitude der Mode und e, dem Polarisationsvektor (zu jedem k gehoren
2 orthogonale Polarisationen). Der Faktor & ist nur ein Vorfaktor und ist

New
&k = .
NMO<

40

ATOM-ATOM WECHSELWIRKUNG

Fir die Streuldnge a gilt

a = —lim tan?
k-0 k
tan(v/a? + k2
=-lim-ry+ ————=.
k-0 Va? + k?
und somit
a=ry— S:M‘asv (3.12)

Tragen wir a liber g, auf, so erhalten wir Abbildung 78. Wir sehen, dass in der Ndhe der
Resonanzen die Streuldngen extrem negativ oder positiv werden, bzw. sich nicht im Bereich
der meisten Atome bei 1, befinden.

ap

Yo

Smo1.0m 13w 2.0m 2w

a7

2. mm_o”csam.
ner Zustand

3. gebunde-
ner Zustand

1. gebunde-
ner Zustand

» 78 Resonanzen der Streulinge in Abhédngigkeit von gqrg

3.2.2 Temperaturabhéangigkeit der s-Wellenstreuung

Fur den Wirkungsquerschnitt und die Streuamplitude von s-Wellen gilt

4T

oo(k) = e

sin’ (80(k)) = 1fol* [ do

B 1 N 1
" kcot(8(k)) —ik = -1/a-—ik’

Jo(k)

Somit ergibt sich fiir verschiedene GroRen von a

41702 Oy = N‘w fira — oo
oo(k) = —5— | = . 1
o(k) 1+ k2a? 0p = 4ma® fira < Ag (313
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2.1 | ZWEI NIVEAU SYSTEM: RABI OSZILLATION ATOM-ATOM WECHSELWIRKUNG | 3

Im folgenden wollen wir nun Erzeuger und Vernichter einfiihren (Ubergang ins Heisenberg- Bemerkung:  1.) Der maximale Wirkungsquerschnitt (unitarity limit) fir sin® 8y = 1 ist

bild, bzw. Wechselwirkungsbild): -
Oy = ﬁANQAT 1) = >~N—~

ar, =e a4l (2.6)
Akp = €Ay, (2.7) 2.) Nutzliche Beziehung fiir s-Wellen (£ = 0) sind
1 .
fo(k) = Mmao:c sin 8,
Bemerkung: Der Ubergang ins Heisenbergbild stellt sich hier als sinnvoll heraus, da dann Im 1 -k
die Zeitabhdngigkeit eliminiert werden kann. - So
1
Re N = kcotdg(k)
0
&“ﬁ, bzw. dg,, sind Erzeuger, bzw. Vernichter eines Photons in den Moden k, p. Wir betrach- 1
ten genau eine Mode mit Frequenz = folk) = ——~——F7~
wmﬂsﬂv + ZEA\V
0 fo
1
wp =27 fi " kcot g + ik
und definierter Polarisation. Die Wirkung der Vernichter und Erzeuger ist: 3.) Fiur T — 0, d.h. k — 0 tragt nur die s-Welle zur Streuung bei. Das Problem reduziert
sich auf die Berechnung einer einzigen Phase &, oder fy
atmy=vn+1n+1) 1

fo= wmw Mma;v sin 8¢ (k)

am+1)y=+vn+1in).

=a,

Der Hamiltonoperator des »single-mode« Feldes ist dementsprechend
wobei a die Streuldnge ist und somit

N J |
Hriela = hoy, A&Q + Mv (2.8) 0o = 4ma’
.) Fir identische Teilchen gilt, dass die Gesamtwellenfunktion (anti-)s etrisch unter
Durch verschieben des Nullpunkts, kann jedoch der hintere Term vernachldssigt werden. 4) . 5 . ( Jsymm
. . Punktspiegelung werden muss (Pauli Prinzip) d.h.
Hierbei ist
r—--r , 6-0-1mT , - Q@+T.
n=ata Die Streuwellenfunktion ist somit
Yoo % % mzﬁ\
r) — + f(m - —,
der Anzahloperator. bs(r) L£(0) = f( )] r
wobei + fiir Bosonen und — fiir Fermionen einzusetzen ist, dies ist in Abbildung 76
Zustand des Gesamtsystems dargestellt. Es zeigt sich, dass fiir identische Bosonen nur gerade Partialwellen besetzt
(s,d,...) und fir Fermionen nur die ungeraden (p, f,...) sind. im weiteren Sinne
Fir die Wellenfunktion gilt bedeutet dies, dass fir k — 0 ein ein-komponentiges Gas aus Fermionen ideal ist! -
ly) = |Atom) ® [Feld) = |Atom, Feld) . Bemerkung:  » Die relevante Skala ist die van-der Waals Linge ~ 5 mm.

» Eine einzige Phase reicht aus um den Streuprozess zu charakterisieren, diese muss
jedoch experimentell gefunden werden! -
»1 Beispiel »bare states«:
Wie wir also gesehen haben, kann die Streuldnge als effektiver Radius fiir ein Harte-Kugelpotential
le,ny , lg,m+1) < angesehen werden. Dieses Potential bezeichnet man auch als Pseudopotential.
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2.1 | ZWEI NIVEAU SYSTEM: RABTI OSZILLATION

» H;; = e(ilr|j) das Dipolmatrixelement ist
> Heo = Hg g = 0
> :m,@ = :'&.m

Damit vereinfacht sich die Summe zu
Hyw = Moy (Oeg + Gge) (2.12)

Wird der Operator fiir E (single mode) benutzt gilt
m. = &wm‘a?w + &J

Der Hamiltonoperator der Wechselwirkung kann dann umgeschrieben werden.

Hyw=-d E
nQ(Gog + Gge)(a +at)

Hierbei ist

\tﬂ&.&«..m,w

@ h

die Rabi Frequenz. Sie gibt im wesentlichen die Stdarke der Kopplung an. Der Hamiltonoperator
der Wechselwirkung hat nach expliziten ausmultiplizieren vier Terme, zwei »energieerhal-
tenede« Terme und zwei »nicht energieerhaltende«Terme. Die energieerhaltenden Terme
sind:

Oy - d: Erzeugung der atomaren Anregung und Vernichtung eines Photons
0ge - d':  Vernichtung der atomaren Anregung und Erzeugung eines Photons

Sie koppeln eine zusammenliegendes Paar von »bare states«. Die »nicht ernergieerhaltenden«
Terme sind dementsprechend:

G40 - d: Verneichtung der atomaren Anregung und Vernichtung eines Photons
0oy - d': Erzeugung der atomaren Anregung und Erzeugung eines Photons

Sie stellen eine Kopplung zwischen den tiberndchsten Paaren dar.

» Beispiel

Oeg - dle,n) — le,n—1) (2.13)

Oge - d'le,n—1) — |g,n) (2.14)
Oge - dle,n) = [g,n—1) (2.15)

0oy -dtlg,m) — le,n+1) (2.16)

I«
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ATOM-ATOM WECHSELWIRKUNG

>p_ B

» 75 Streuung einer einfallenden, ebenen Welle ¢ an einem Streupotential V() und die resultie-
rende auslaufende Streuwelle ¢s.

ihrer Linearitit ist diese Gerade durch die Superposition von ein- und auslaufender Welle
gegeben.

b =¢o+ s (3.2)
d.h.
p?
ﬁmiﬁn + <¢\QQX5 =E¢pr), (3-3)

hierbei ist m, die reduzierte Masse.

Bemerkung: Behandlung im Schwerpunktsystem, d.h. wir machen eine Separation der Schwer-
punktbewegung. Dazu fithren wir die reduzierte Masse m, ein und betrachten den Fall
gleicher Massen, also m; = m, = m und erhalten

mimes m
my=————=—.
mi + mp 2

Die Energie E ist abhdngig von der Temperatur

N\m

E=kyT = o,

Ab jetzt betrachten wir p = hky als thermischem Mittelwert des Impulses. Spdter muss dann
iiber eine thermische Impulsverteilung gemittelt werden. -

Um den richtigen Ansatz zu erhalten, verdeutlichen wir uns das Verhalten der auslaufenden
Streuwelle fiir v — o

m:Q\

Ps(r — ) = f(0, ) (3.4)

ﬁ\ ’
wobei (0, @) die Streuamplitude der Welle ist.

Ziel der Streutheorie ist die Bestimmung der Wirkungsquerschnitt oy.. Der Wirkungsquer-
schnitt ist hierbei die Anzahl der Streuereignisse geteilt durch die Anzahl der Teilchen,
genauer gesagt

. # Streuereignisse

Orot = B # Teilchen
Zeit - 7t Hache

2014-05-21 xm
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2.1 | ZWEI NIVEAU SYSTEM: RABTI OSZILLATION

2.1.2 Zwei-Niveau-Atome

Lorentz Modell

Das halbklassische Modell nach Lorentz beschreibt ein an ein Atom gebundenes Elektron,
welches durch ein elektrisches Feld zur Oszillation angeregt wird. Die mathematische Mo-
dellierung entspricht der Differentialgleichung eines gedampften harmonischen Oszillator,
d.h. Atom und Elektron sind mit einer »Feder« gekoppelt (aus klassischer Sicht). Wahrend im
klassischen Fall kontinuierliche Werte erreicht werden, sind sie quantenmechanisch diskret
(Vgl. Abbildung 26).

A

» 26 Darstellung des Lorentz Modell

Bemerkung: Wesentlicher Unterschied der der zum klassischen Lorentz Modell gemacht
werden muss:

» Im klassischen kann beliebig viel Energie, bzw. Intensitat im Oszillator gesteckt werden,
d.h. die Amplitude wird beliebig grof’

» Hier gibt es allerdings eine Grenze der Amplitude (angeregtes Niveau) von dort geht es
dann auch wieder zuriick -

Das klassische Lichtfeld wird hierbei durch
E = Eycos(w;t)

beschrieben. Der Hamiltonoperator der Wechselwirkung ist also
Hyy = —d - E.

Es gilt d = e# und # ist der Ort des Elektrons gemessen vom Kernort. Die zeitabhingige
Schrodingergleichung ist somit:

ihd,y = (Ao + Aww) . (2.19)
Die Eigenzustdande von H, sind hierbei
Hoyrz = E1pWip.

Die Wellenfunktion ¢ stellt dabei eine Superposition der beiden Eigenfunktionen ; und y»
dar

W =ci(t)yre BN 4 oy (b)) e Bt (2.20)

v\_yﬁ 2014-01-15

ATOM-ATOM WECHSELWIRKUNG

Atom-Atom Wechselwirkung

3.1 Streutheorie

Die fiir die Streutheorie wichtigen Lingenskalen sind der mittlere Teilchenabstand n~='/3 und
die Reichweite der Wechselwirkung a.
Wir betrachten das Regime eines verdiinnten, wechselwirkenden Gases, d.h.

na® < 1. (3.1)

Fiir na® > 1 liegt ein stakt Korreliertes Gas vor (siehe Vielteilchentheorie). Ein weitere
wichtige Lange ist die de Broglie Wellenldnge Agg, die typischerweise von der GroRe der
optischen, bzw. thermischen Wellenldnge ist, d.h.

Ath ~ >c§ > a.

Die Schlussfolgerung ist, dass eine quantenmechanische Streutheorie notig ist um das
Problem zu 16sen!

Bemerkung: Was ist a bzw. o o« a?? -

Um dieser Frage nachzukommen, betrachten wir Abbildung 73. Zu sehen ist ein typisches

\% =0 de Broglie Wellenldange

Reichweite der WW

Bindungsldnge ~a
» 73 Molekiilpotential und ein von rechts einfallendes Teilchen mit de-Broglie Wellenldnge
Molekiilpotential und ein von rechts einfallendes Teilchen mit de-Broglie Wellenlédnge. Hierbei

2014-05-14 83
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2.1 | ZWEI NIVEAU SYSTEM: RABTI OSZILLATION

» 28 Rabifrequenz fiir verschiedenen A

» Wenn c; noch mit dazu kommt, bekommt man eine Phase mit (Minusvorzeichen). Erst
nach 47 ist man wieder beim Ausgangszustand (vgl. Spin).

» 277 Puls: [1) — —[1)
» 471 Puls: 1) — |1)
» TTPuls:cy 1) + ¢ |2) — —i[c1 |2) + o |1)] 2 —iSWAP

» 11/2 Puls: 1) — %:C —112)), d.h. die Population im Grund- und angeregten
Zustand ist gleich.

Bemerkung: Es zeigt sich, dass es zwischen einem zwei-Niveau-Atom und Spin 1/2 einen
Isomorphismus gibt. -

Dichtematrix

Im folgenden wollen wir die Dichtematrix einfiihren.

0=y (Yl

o)la @)
c 1 2
Alal? el

ccf leal?

_[@u e
Q21 Q22
Wie jede 2 x 2-Matrix ldsst sich auch die Dichtematrix mit Hilfe der Pauli-Matrizen und der
Einheitsmatrix ausdriicken.
_1(1+R. R.-IiR,
©=5\Ry+iR, 1-R.

1
5 v = MQ +R-0) (2.23)
Dabei ist R der sog. Blochvektor. In unserem Fall ergibt sich dieser zu

u Q12 + 021
R=| v | =|-iler2 —e21) | (2.24)
-—w Q11 — Q22

v\_yv, 2014-01-15
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aN

» 72 Einlaufender Puls in ein Medium der Linge L.

Im Folgenden betrachten wir ein in ein Medium einfallenden Impuls, wie in Abbildung 72.
Hierbei ist die Zeit T4

A% B WV
Vg C
_ Lng

c

Ta

Yab
=Lno 5 2.71

Q2 (2.71)
die Pulsverzogerung, d.h. die Zeit de dauert bis der Puls durch das Medium hindurch gedrun-
gen ist. In der Definition der Gruppengeschwindigkeit kommt jedoch nicht die Deformation
eines Puls, die durch das eindringen in das Medium verursacht wird zu tragen, d.h. lediglich
das Maximum beschreibt ob der Puls durch das Medium hindurch ist oder nicht. Hierbei
beschreibt der Term Lno die optische Dichte und der Gesamtausdruck auf der rechten Seite
von Gleichung (2.71) die inverse, dispersive Breite, d.h.

Yab

Tg=Lno = % = Av. (2.72)
C
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2.1 | ZWEI NIVEAU SYSTEM: RABTI OSZILLATION

weiteren lassen sich die Blochgleichungen als klassische Kreiselgleichung umschreiben:

R
Q=10
o

R=RxQ

R entspricht einer Kreiselgleichung (Berry Phase unterscheidet dies vom klassischen Kreisel).
Es zeigt sich also, dass die Blochgleichungen analog zur Kreiselgleichung der Bewegung
sind.

Bemerkung:  1.) Im Vektor Q ist wy die Frequenz des treibenden Feldes
2.) Die Bewegungsgleichungen des Blochvektors gehorchen einem Kreuzprodukt
R=RxQ
Der Vergleich mit der klassischen Mechanik liegt in der Kreiselgleichungen
L=QxL. (2.30)
3.) R und R sind senkrecht aufeinander, d.h. |R|? = const. = 1. Somit konnen auf der Fin-

heitskugel, bzw. Blochsphdre alle Zustidnde erreicht werden. Siehe hierzu Abbildung 31

4.) Das Dipolmoment ist maximal am Aquator der Blochkugel und verschwindet an den

Polen, d.h. Sattigung. -
™
— — - N
Q
21T
Eigenzustiande Wr Wg
R=0,dhR| Q. Q=101 a=10
o 0

» 31 Dargestellt ist der Vektor Q auf der Blochkugel bei Verstimmung, Resonanz und die Eigen-
zustdnde parallel zu Q

Fassen wir u, v und w als Erwartungswerte von Sy, S, und S; auf, also

u= A.wkv
v =(S,)
w = A%Nv

50 2014-01-22
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X AX
7 N N
/ 7 ~ A D
“ At >
-1 A A 1 D\v\:w
Halbwertsbreite

» 70 Absorption x’ und Dispersion x"’ iiber A/y, ), aufgetragen. Im Vergleich dazu gestrichelt das
2-Niveau Atom.

im folgenden wollen wir Gleichung (2.66) und (2.67) ndher diskutieren, wobei wir Abbil-

dung 70 begutachten. Dort sind Absorption und Dispersion eingezeichnet. Fiir A = 0 gilt
X'<yw , X =0

Hierbei ist die Breite des Transparenzfenster proportional oc m. Fiir die Transmissionsfunk-

tion gilt

T(Vp,2) = elkzx — eikz (X' +ix")
, .

D.h. das Transmissionsfenster wird mit zunehmender optischer Dichte noz immer schma-
ler

2
Av = Q 1
Yab V/NOZ

fiir optische Dichte noz > 1. Fiir die Dispersion ist die Halbwertsbreite noch schmaler

2
w; 1

Yap NOZ’

DSUQU =

d.h. extreme Dispersion und hohen Transparenz.

Bemerkung: Der Faktor y., wird als Dephasierungsrate bezeichnet. -

2.5 Pulspropagation

Es zeigt sich, dass die Breite des Absorptionspeaks in einer dichten Zelle immer schmaler
wird. Um die Pulspropagation ndher zu untersuchen, fithren wir die Grofe ¢ ein, die durch

0= wp— wy
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IS Ze-10-7102

(2€2) *(3M)S0d % =xIm+xgd+x

OS[e ‘Utey] U9pIom UICRLIYDISI] I0IR[IZSO
uR1yduwrepas ‘UsURLIAS YDSTUOULIRY SAUTD SUNYDID[S[ENUIIII TP YDINP WOy WU Ue
U0 UId ssep ‘18esaq sep ‘Jne S[ewydou [[PPON ZIUSIOT SIP UaSuNnSafIaq)() 1P UdJIRIS IM

[[eJZud1D) IBYDISISSery]

XLIRN ¢ X g 9UId 1ST .0 youds
XLIB ¢ X Z 9UId IST STUCRSI] Sep "Y'p 19p[Ias Y d[e oqn Inu 1age pam Indg 3sa1( "uagadad

(1€°2) (@) =9

YoIMp SueUIWIUIRSNZ UISIIP UT IST WOIY NBIAIN ToMZ
IPUIIYDLINQ NZ Sep InJ 0 101e1d0YDI( 91I1ZNPAT I3 "\ UIPOUNTDIT JI[[e WIISASIWRSID

pleJsSun[yens wr Woly-NeIAIN-TOMZ € <

Q‘dm
drdonuyg
YV WPpOUPIT| « NN\ @
d
BIGAEL|

S9P XINRUWIAYDIJ P J 1_UYDIRZI Toge( "2€ Sunpiqqy NZIdTY YIS "¢ SUNWWNSIIA pun
¥ Zuanbal] 1P W PRJSSuNyens Wi Woly NeIAIN ToMZ U IIM U1YdRNd( UIpUS[0o] W]

uaSunydIR[SYdo[g aydsndo pun uorssmug sueyuods €1z

*Zuanbaajiqey Ud1PURWS[[RIA I9P Ipetasd 1dLIdsiud satp
v+ io) = U]
0S[e ‘SIOPA SIp Senag I9p 1SI ZUanbalfsuolssazeld a1
Q
0|=0

Im

U PRJISUFRN URATIY
WRUID Ul yrureuiApurds Inz oreue 1ST YTWeRUA( 91 "WRISAS g/ 1 ulds ur saIp 1enuaserdal os

> | ONANIIMTISHOIM LHOIT-WOLY

£0-So-¥107 Y4

(89°%) (4 + R) v+ A% - PATh = ) = 2
<
. i H —avRa’K — PR — (9, qv, ‘N&ow =
(£972) -Amd KPR — v | PR — (PPA + P8) v T pTu X
¥ zy%3
99z LAY Y QU vl INTCEY SRR LY ST EY Bl S
999 :Nc qu ( ) g Vel plu
I8 19GIIH

.ss@&sﬁg = mXow =d

UI)Z19SUId , XT 4+ ,X = X IIM WIPUT ‘UIN SBM]D UOTIBSLIR[OJ 9TP OS[R JIM UdIIYDS

- "S9P UIYDISIIRIR SIP ZUINDALI 3IP M pun zuanbaijiqey d1p ¢y ISI PQIIY

B30+ (VI + PR (Vi + K) 2

= vy
(VI + PK) jam@dOT

IIM UDI[RUID UISUNIDYRN UDSIIP IU()
‘0 =y
U'p ‘1esesgunddoy IURUOSI pun
I > 10
“U'P “WYPIRYOIJ SIYILMYDS U INJ SUNIIYRN I9P 1SYIBUNZ SUN IIM USURIPIY :BunyLouiog

Y9 Jne ZudIeyoy dIp Inu Ydopa[ 1ST Juessataiu]

29 LR 25
(S9'2) ‘(290 419 vap | =9
wa vy vy g5

18 X1LnewL1ydIJ 1P I pun

‘pueiIsnz udJdpue udum ul °A pun (g| pueisnz uap ul UOISSIW sueluods 13¢I31Y 1qIIYIS
-9q 974 'y SunuiumnsIidA pun dyy IdsePqold ‘°y Jase[sSun[ddoy] i WOy NedAIN-_IG 69 <«

NHIAIN YFHDSILAO (L[d) ZNIIVASNVI] FLITIZNANI HOSILANODVINOILIATH | P2



N

| ZWEI NIVEAU SYSTEM: RABTI OSZILLATION

F(t) sei hierbei eine langsame, verdnderliche Einhiillende. Wir suchen Losungen der Form
x = ucos(wt) — vsin(wt). (2.33)

Ansatz (2.33) in (2.32) und sortieren der auftretenden Terme liefert zwei Gleichungen fur u
und v:
B

$HAE|EOVQ|MS

Hierbei wurde verwendet, dass ¥ < wv und ¥ < w?v, aufgrund der langsam, verinderli-
chen Einhiillenden. Fir 1t = v = 0 gilt fiir w = wy:

w? — w3 = (W + wo) (W — Wy) = 2w (w — wy).
Damit folgt
1) F
U=s-— 55—
82+ (B/2)° 2mw
L__ B2 F

82+ (B/2) 2mw

wobei § = w — wy ist. Die Phase zwischen x(t) und F(t) ist

@H mﬂ.ﬁmbANv.

u

In Abbildung 33 ist der Verlauf der Phase zu sehen. Betrachten wir nun die Energiebilanz.

¢
| R

—TT
Wo
» 33 Phase zwischen x(t) und F(t)
Fur die Gesamtenergie gilt:
12,1 204 1 2 2
Eges = 5MX* + Smwyx” & m:sSA: +v?)

Fir die zeitliche Ableitung gilt

Eges = mw?(uir + vv)
w
5

—BE — Fv
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o Starker Ubergang

Schwacher Ubergang

» 68 Wirkungsquerschnitt o iliber das Detuning A aufgetragen. Zu sehen sind starke und schwa-
che Ubergiinge.

Bemerkung: Wie in Abbildung 68 zu sehen, zeigt sich, dass die Absorptionsflache, bzw. der
Wirkungsquerschnitt nur von der Wellenldnge abhéngt. Starke- und schwache-Uberginge
unterscheiden sich um die Flache unter der Kurve, nicht jedoch um deren Peakhéhe. D.h. die
Uberginge haben den selben Wirkungsquerschnitt. -

Die Intensitat ist somit
I(w, z) oc [ye "o @z,

Bis jetzt haben wir nur die Absorption betrachtet. Da jedoch auch die Dispersion wichtig ist,
betrachten wir die Suszeptibilitct, die die Beziehung zwischen Polarisation und elektrischen
Feld darstellt. Erwiinscht ware

m\S.:AN.
Bemerkung: Nun stellt sich die Frage nach der Suszeptibilitat

X=X +ix"
eines Mediums, im Falle von 3-Niveau Atomen? -
Betrachten wir zunéachst die Polarisation P

P = &oxXE = ndogp.

n bezieht sich hier auf die Anzahldichte und ¢, beschreibt die Population im Uberlage-
rungszustand |a) und |b) (Abb. 69). Dargestellt ist ein Drei-Niveau System mit Koppellaser
und Probelaser. D.h. wir suchen die Blochgleichungen eines 3-Niveau Atom . 94 erhalten wir
aus der Gleichgewichtslosung der Bewegungsgleichungen der Dipolmomente/Dichtematrix

o= Tyb_ - T (2.63)

Hierbei hat der Hamiltonoperator H unter Beachtung der RWA die Form

Wy Dw 0
A=|wpr wp Q], (2.64)
0 Q w
2014-05-07 77
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| LICHTKRAFTE UND LASERKUHLUNG

Filt § <« 1, so ist man im linearen Bereich, wie vom Lorentzmodell bestatigt. Erst fiir groRere
S tritt Abweichung zum Lorentzmodell auf. Abbildung 34 zeigt dieses Verhalten. Fiir grole
S konvergiert g;, gegen die Wahrscheinlichkeit 1/2.

=

- Lorentz-Modell (klassisch)

N
!
T

=

s

[ ER "

» 34 Wahrscheinlichkeit in |e) zu sein in Abhdngigkeit des Sattigungsparameter versus dem
Lorentzmodell

2.2 Lichtkrifte und Laserkiihlung

Theorem Das Ehrenfest-Theorem lautet
d .
a (A) = —ih([H, A]) + (0;A).

A ist hierbei ein quantenmechanischer Operator (physikalische Grifie) der im Allgemeinen
zeitabhdngig ist und H der Hamiltonoperator des Systems. X

Bemerkung: Das Ehrenfestsche Theorem besagt, dass sich quantenmechanische Observablen
im Mittel klassisch Verhalten. AuRerdem gilt:

» Verschwindet der Kommutator [A, H] = 0 und ist zudem 0;A = 0 bleibt der Erwar-
tungswert erhalten. Es folgt dann:
d

ﬂ?oag L aylg(t)]=0.

» Ein klassisches Analogon stellt hierbei die Poisson Klammer dar
d
qp S @ pit) = U H +ouf.

Das Ehrenfest-Theroem erlaubt eine klassische Naherung, indem wir den Eigenwert der Kraft
F(x) in eiener Taylorreihe entwickeln um den Erwartungswert (x), d.h.

(F(x)) = Am:x: LX) (x — (X)) + wm::xvxx 02+ ec}v

F({x)) + F'({x)) {((x = {x))) +wm:2xvv ((x = (x))?) +{O(x?))
—_—
=0 =(Ax)?

= F(00) + 5 F" () (330 + (0(xe)

54 2014-01-29
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2.4 Elektromagnetisch induzierte Transparenz (EIT) optischer Medien

Wir betrachten Boxen mit Zwei- und Drei-Niveau-Atomen die mit einem Laserstrahl bestrahlte
werden, vgl. Abbildung 65. Wir sind am Absorptionsverhalten des Medium interessiert. Durch

\}@ —> Az le—
[ ] [ ] [ ]

Iy e o o o

—>| Az |<—

~:

» 65 Box mit Zwei-Niveau Atomen und eingezeichneten Absorptionsgesetz nach Beer (links) und
eine Box mit Drei-Niveau Atomen. Bei Drei-Niveau Atomen wird ein Kontrolllaser zusatzlich mit
eingestrahlt.

die Atomzahl N und das Volumen V ist eine Dichte gegeben. Im Folgenden wollen wir das
Absorptionsgesetz herleiten. Dazu betrachten wir eine diinne Schicht der Breite Az der Boxen
(vgl. hierzu Abbildung 66). In der Schichtdicke Az sind

Az ¥ \

7
@
&

® 9

A
» 66 Box mit Fliche A und Dicke Az. Die Flichen o stellen der Streuquerschnitt da.
1

—n-Az-0o
A

Atome. D.h. es handelt sich um den Bruchteil der durch den Absorber besetzten Flache.
Somit folgt

Al = —Azol
Al
- = _nol
Az no
= [ =[e "7 (2.58)

wobei o abhdngig von w ist (Inverse Lange). Hierbei handelt es um das Beersche Absorptions-
gesetz.

~N
wul
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” LICHTKRAFTE UND LASERKUHLUNG
Jetzt betrachten wir ein »ruhendes Atomg, d.h. wir bekommen die Gleichgewichtslosungen
far (d;)

e

(dy = .@T - ﬁ
=di2(012 + €21)
= 2di>(Uugcoswrt — vg sinwrt)

Bemerkung: Nur die AuBerdiagonalelemente geben ein Dipolmoment, d.h. liefern einen
Beitrag. -

Die Bestimmung von ug, bzw. vy soll anhand verschiedener Uberlegungen erfolgen. So
betrachten wir folgendes elektrisches Feld

E = €Eq(R) cos(w;t + p(R)).
Gradient auf eine der Komponenten von E ergibt

VE; = gjcos(wit + ¢) - VEy — &;Ep sin(wpt + ¢p) - V.
Die Lichtkraft ist somit:

"
F =Y (d;) VE,
£-dp[usVEy + vs Eg V]

(2.39)
(2.40)

Hierbei ist der Term us,VE, die in Phase Dipolkraft und vsEoV ¢ die spontane Lichtkraft
(wird auch als Lichtdruck bezeichnet). Im zuge der Rechnung wurde beachtet, dass in
zeitlichen Mittel tiber eine optische Periode sowohl Sinus als auch Kosinus verschwinden.
Die Klammer kann wie folgt umgeschrieben werden

_hwgrug
WR
Fypont = hwrvsi (V).

m._u:uo_ (Vwg)

»l Beispiel » Fir eine laufende Welle mit E = €E, cos(w.t — k; - r) folgt:
¢R) = -k, -7
= V¢ =-k;

Die spontane Lichtkraft ist somit

m.m@oﬁ = ewdmlu\:nh

r S
|MM+HE§

Es zeigt sich, dass die spontane Lichtkraft bei wwf sattigt.
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3.) Im Fall der starken Kopplung, also Q > y; erhalten wir die Absorptionspeaks der star-
ken Kopplung in Abbildung 61. Man spricht auch von der Autler-Townes Aufspaltung.
Hierbei ist die Aufspaltung der Normalmoden weitaus grofer als die Linienbreit y»

A
Q

\J

Y12 Yi/2

Aufspaltung der Normalm-
oden > Linienbreite y;

» 61 Absorptionspeaks der starken Kopplung und Autler-Townes Aufspaltung
4.) Fur die Dispersion erhalten wir die verschiedenen Félle wie sie in Abbildung 62 dar-
gestellt sind. Im Fall der starken Kopplung erhalten wir hohe Transmission und hohe

Starke Kopplung Schwache Kopplung

Absorption > >v \/ \/v

sversion 2.\ N
Dispersion >
V4 V4

» 62 Absorptions- und Dispersionskurve der starken und schwachen Kopplung.

normale Dispersion, dies entspricht einer langsamen Gruppengeschwindigkeit.

Bemerkung: Nun stellt sich die Frage, wo das Licht hingegangen ist, dazu betrachten
wir Abbildung 63. D.h. es bildet sich ein Uberlagerungszustand der beiden Grund-
zustande. Der Probelaser »schreibt« sozusagen in das Drei-Niveau-Atom hinein. Das

» 63 Zur Veranschaulichung des Prozesses

Ausschalten des Lasers fiihrt zu einem Uberlagerungszustand. Einschalten des rechten
Lasers fiihrt dann zu einer Beugung am Uberlagerungsmuster. Damit kommt selbes
Licht wieder hinaus, wie jenes, das vom Probelaser hinein kam (und zwar Phasen-
gleich). -
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| LICHTKRAFTE UND LASERKUHLUNG

Die Laserktihlung und die damit verbundene Geschwindigkeitsverteilung wie in Abbildung 36
kann experimentell durch folgenden Versuch erreicht werden. Atome aus einem Ofen treffen
auf eine Blende durch deren Loch sie fokussiert werden. Ein entgegenkommender Laserstrahl

eines Lasers nahe der Resonanzfrequenz der Atome verursacht das Abbremsen der Atome.

Dies gelingt dadurch, dass die Atome im Atomstrahl vom entgegenkommenden Laserstrahl
Lichtquanten absorbieren (Laserlicht muss in dem Fall auf die atomaren Resonanzlinien
abgestimmt sein) und dabei einen Photonenimpuls von

Ap = hk

ubertragen bekommen. Die Geschwindigkeitskomponente der Atome in Laufrichtung dndert
sich dementsprechend um

Das angeregte Atom gibt seine Energie schlieBlich durch Fluoreszenz wieder ab. Die Atome
erfahren dabei einen RuckstoRimpuls. Die Fluoreszenz wird jedoch statistisch tiber alle
Richtungen emittiert, so dass der Impuls im Mittel iber die Absorption-Emissionszyklen
verschwindet. Nur bei Absorption wird er in eine Richtung tibertragen, weshalb sich dieser
bei vielen Zyklen aufaddiert. Dies ist ja gerade wiinschenswert. Also muss ein Weg gefunden
werden um moglichst viele solcher Zyklen zu verursachen. Das Atom muss deshalb bei

Emission moglichst wieder in den Grundzustand tibergehen und nicht in andere Zustdnde.

Mit anderen Worten, es miissen geeignete Atomiiberginge gesucht werden. Fir den Fall der
Dopplerkiihlung ist eine ausfiihrliche theoretische Behandlung im Anhang zu finden.

2.2.2.2 Ausflug in die Atomphysik: Welches Atom kann man kiihlen?

Im Folgenden betrachten wir verschiedene Atome um ihre Moglichkeit auf Laserkiihlung zu
bestimmen:

W

1.) Das Wasserstoffatom weist eine Séattigungsintensitét auf von Is = 7.2 ;. Vergleiche

Nwﬁ.ﬁw

A =121.6nm

Hrﬂm_;m

erlaubter Ubergang

» 37 Atomiibergang von Wasserstoff

hierzu Abbildung 37. Es zeigt sich aber, dass es derzeit nicht moglich ist Laserkiithlung
bei Wasserstoff anzuwenden, da es keine Laser der Intensitat A = 121.6 nm gibt.

58 2014-02-05
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F(t) = Feiost
>

Coupling K

K my K mp K

» 57 Klassisches Analogon des Drei-Niveau-System. Hierbei wird Masse m,; getrieben. Im Drei-
Niveau-System sind vorallem die Absorptions- und Dispersionseigenchaften des Probelasers (ein
schwacher Laser) interessant. Diesem wird ein Laser, der fiir die Kopplung der beiden Niveaus
zustdndig ist, entgegen gerichtet.

Das klassische Modell kann mittels einem Differentialgleichungssystems beschreiben
werden, dieses lautet

X1+ y1%1 + wix; — Q¥ (x2 —x1) =0 (2.50)

Ko + y2Xo + wixz — Q2 (x; — x2) = 0. (2.51)
Hierbei ist Q? = K/m. Das DGL-System ldsst sich mit den Ansétzen

x1(t) = Nyetost
XNQ.V — Zwmwttma

16sen. N; sind hierbei komplexe Konstanten, also N; € C. Als Losung ergibt sich

(w§ — w§ —iy,wg)Fe iwst
m[(w§ — ws — iy ws) (w§ — ws —iyws) — Q4]

x(t) = (2.52)

Aus Gleichung (2.52) ergibt sich fir die absorbierte Leistung P(t) gemittelt tiber eine
Periode

t

P) =F-x1()
D.h. wir erhalten

2MiF? ws (w3 — wi — iy ws)
Ps = 2 2 s s (g Nm Nv\w.w ik (2.53)
m[(w§ — wi —iy;ws) (W — w3 —iy,ws) — Q]

Im folgenden wollen wir nun Gleichung (2.53) diskutieren
1.) Im ungekoppelten Fall, also Q = 0 gilt

21iF% wg
2 2 - .
mlwg — w5 — iy ws]

Ps(ws) = (2.54)

Abbildung 58 zeigt den Realteil der Funktion. Dabei beschreibt y; in (2.54) die Linien-
breit.

2.) Im Fall der schwachen Kopplung, also Q <« y; ergibt ich Abbildung 59.
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| LICHTKRAFTE UND LASERKUHLUNG

A =657nm
A =422nm (eigentlich verboten)
_rm.o
Ubergang bei Ca

» 40 Atomiibergange von Alkaliatomen am Beispiel von Calcium

’S3 p = 6pp

> 41 Atomiibergange von Chrom

verbotener Ubergang verwendet. Das Verzweigungsverhiltnis betrdgt ca 107> und die
Sattigungsintensitat
Iy ~ 82V
cm
Siehe insbesondere Abbildung 41.

6.) Sind auch Molekiile Laserkiithlbar? Zusatzliche Freiheitsgrade (Rotation, Schwingung)
erschweren ein zwei-Niveau-System.

Bemerkung: Die JJ-Kopplung erlaubt auch Ubergiange im Falle des Interkombinationsver-
bots. -

2.2.3 Die Dopplerkiihlung

Im Folgenden betrachten wir zwei-Niveau-Atome zwischen zwei entgegengesetzt gerichteten
Laserstrahlen. Das Atom emittiert hierbei spontan Photonen in alle Raumrichtungen und
bewege sich mit einer Geschwindigkeit v nach links, siehe hierzu Abbildung 42. Bei der
Dopplerkiihlung nutzen wir den Dopplereffekt des bewegten Atoms sowie die Verstimmung
der Lasers aus. Die Laser haben hierbei ein Geschwindigkeitsprofil wie in Abbildung 43. Die
spontane Lichtkraft ist gegeben durch

F =Thk o P,.

60 2014-04-09
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2. Beobachtung Betrachten wir nun die Wirkung von |y, (p)) auf H,

N 1 — hk)? hk)?
H, _Q\Sn:‘evv = MM$_Q\.§ Iw\:Av + $_Q+.E +N~Avw
_ 1 (p* (hk)® _
= o e () + 5 (g~ ) + [ g.p + HE)]
—
hkp Chy
~ S [|g-,p — hk) Etm;wi
_(Pr _ hkp
- AN\:\H +Mﬁmmv _Q\SHARVV N§ :\\mﬂtvv.

wobei & die Recoilenergie ist. D.h. die Bewegung (p # 0) koppelt an |¢,.) und |¢.) und
damit wieder ans Lichtfeld. Nur p = 0 bleibt dauerhaft entkoppelt.

Bemerkung: Die Bewegung wandelt den dark state in einen bright state um. Wenn von p
gesprochen wird, ist meist der Erwartungswert (p) gemeint. -

[Wne(p)) ist ein stationdrer Eigenzustand des gesamten Hamiltonoperators.

Anschauliches Bild

Ist die Grundzustandspolarisation an jedem Ort gerade orthogonal zur Polarisation des
Lichtfelds, kann kein Licht absorbiert werden. Vergleiche hierzu Abbildung s4. Der Uberlage-

“An

» 54 [Entgegen gerichtetes o, und o_ polarisiertes Licht interferieren in den resultierenden Zu-
stand (Mitte). Veranschaulicht wird die Abhdngigkeit der Phase.

rungszustand
1
V2

ist eine stehende Materiewelle mit »Polarisationsgradient« im Grundzustand (oder Matrixele-
ment d).

[lg_,p — hk) + |g.,p + hk)]

Fir 6 + 0 existiert dennoch ein dark state. (p) = 0 besagt, dass keine Bewegung im Mittel
stattfindet. Die Fluktuation, also {(p?) verschwindet jedoch nicht.

Bemerkung: Vergleiche hierzu das Paper: J. Dalibard und C. Cohen-Tannoudji. ,Dressed-
atom approach to atomic motion in laser light: the dipole force revisited“. In: J. Opt. Soc. Am.
B 2.11 (Nov. 1985), S. 1707-1720. -
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2.2 | LICHTKRAFTE UND LASERKUHLUNG

Linearisieren wir die Kraft im Ursprung, also um v = 0 erhalten ein Kraft der Form
F=-ov.

Hierbei entspricht « einem Reibungskoeffizienten, wie wir ihn aus einem Dampfungsterm
der klassischen Mechanik her kennen. Eine kurze Rechnung zeigt, dass

hk28T w%

R I

Fluktuationen zu einem dissipativen Term fiihren, der noch vernachlédssigt wurde. Dieser
kommt aus der Diffusion der Atome (Random walk). Unter Berticksichtigung besagten Terms
gilt fiir den Impuls

(p(®)) =0 (2.42)
(p2(t)) # 0. (2.43)

D.h. der Impulsmittelwert verschwindet, nicht jedoch der quadratische Impulsmittelwert. Bei
der Diffusion gilt nach dem typischen random walk

(p*(t)) = 2Dyt, (2.44)
wobei D, die Diffusionskonstante im Impulsraum ist.

Bemerkung: Es gilt

keT = WQ\:?NV

2
Ap = hk
L Ap? R
= AV= 2mh ~ 2mh’

Ap entspricht dem Impulsunterschied zwischen absorbierten und emittierten Photonen, d.h.

emittierte Photonen haben eine unterschiedliche Frequenz als absorbierte. -

Demnach gilt

(p*(1)) = (M) 'Toe(v = 0)(1 + ) L.

2D,

Die Terme der Klammer (1 + &) haben hierbei die folgende Bedeutung:
» Die 1 entspricht hierbei der statistischen Verteilung der absorbierten Photonen.

» Das & entspricht hierbei der statistischen Verteilung der emittierten Photonen. In einer
Dimension ist £ = 1. Fiir linear polarisiertes Licht in drei Dimensionen wird & = 2/5.

T ist in diesem Kontext die Streurate (sc £ scattering). Im Gleichgewicht gilt

_Dp _1+§8 ﬁﬁ WA Wi
Fwﬂ|9| 3 hr ﬂ+mﬁw H+~§ .
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hk
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» 5o Impulsverteilung mit Streuung im Impulsraum.

le)
ANN> <« N\N\N\s
lg-, —hk) |9, +hk)
» 51 Drei Niveau Atom und entgegengesetzte Lichtfelder. g+ und g— miissen im Impulsraum zur

konstruktiven, bzw. destruktiven Interferenz fiihren.

2.2.6 Subrecoil cooling

Wir betrachten ein System wie in Abbildung 52 dargestellt. Hierbei stellt o. senkrecht

aufeinander polarisierte Lichtstrahlen dar. Ubergiange der Form m = m’ = 0 sind verboten.

Die ebenen Wellen sind aufgrund der Impulserhaltung im System gekoppelt. Die Abbildung
beinhaltet jedoch keine Verstimmung & der Laser. Das /\ und \/-System (die Symbole sind

leo, p)
J =1
(% g
ANN> NN\
tete ,\ — —
m= -1 m=0 m=1
lg-, p — hk) |90, P) lg+,p + hk)
» 52 Ubergang bei dem J = J' = 1 erhalten bleibt, da er erlaubt ist. Der Impuls wird gréRer bei

Absorption durch einen positiven Puls von links nach rechts, dementsprechend wird er kleiner bei
Absorption eines negativen Puls von rechts nach links.

stellvertretend fiir die eingezeichneten Uberginge) entkoppeln, d.h. es reicht sich nur mit A

2014-04-23 67

2



N

€9 91-vo-10z

UIRYOISIOA NZ UISIIP WN IST LISIZZDYS 1S M ‘[ordijery] wr Sundpl§ a19g018 uonung
QUID TWIOS UdYINS IIM “SULRS Nz ST wrlsgunjdure JOp "U'P ‘13eSI9YIOA ILIOJY], 1P S[e
pddody > 1 rRIMILRAWR I, 319J91) YDOPa[ 19JA1] yuswiLedxy sed “Sunidsif) Wi IIm UIIISLIedU]
NIUYOSQVY WSO Wl IIM "9F Sunpriqqy Ul SAIM{SHSIPUIMYDISID-1Jery 31 UYdeaq JIM

Sunymyerddog-qns 91q S-e'e

"UIUOISURWI(] [RIP Ul SUnupIouy ydsnewayds 31p 18Pz S¥ sunprqqy

L L
: 0 =4~
ze
e

JTW 91URISUONIIPI,] IUI NZ U0FOoTRUY SeP 1ST £ "UI[eYId
(9%2) Ak— =g

WLIO] JOP 1Jery SUm JIM [R(OM ‘TUIIRISLIEIUI] () = 4 WN 1JeDYdIT sueyuods
9P UYDIS 1SSB[ I9PIAIM IST UIYS NZ SIP[eJiduge]y sauld punifjne sunijedsjny aur LRGOM
udPenaq ¥ Sunpliqqy Ul oM ‘SUIo}y S9UID puelsnz-d pun -s U9Uld JIM US[[OM UIPUS[0] W]

dre aydsndoordusden e

‘wepuy nz Sueyuy wi ist Sunympiddoq op Sunjpueydq aYydSNAIoa} UYIIIYNJSne dulyg
"UISSIUWL FUN[UNY 3P YOIS 1SSB[ 0S NN DAINPUH 3P pun -s3uejuy 3P ‘UIP.IoM USWOUIS ne
(UAZUNTIPIDA) USAINY [9MZ DWW U3SSNW JneRduwn], I9p Sunwiunsag Inz "U3zinisial
-un gununy P pun UldIJNe YONSI9A WI TP IIJOZUISLIdIU] IYDI[ZIBeSNZ puls Injep
PUNIS "1SI SLI0JY T, AP S[B I9SS9] 1UAWLIIAX] Sep "'P ‘1SI L9\ YISNII09Y) I9p STe IoSull
-98 uaInIeRdWI I, UIIYDIALId JIP SSep ‘13197 UISUNSSIA UI[DIUIWILIIAXD 1T YI[SIIA I

o M OOT ~ UOA SUNUPIOUIYQID) JOP Ul ST Jnierduwnlp[ddoq 31q :bunyiouog

‘ue 4 uadmpioduloliojddo(] SUIPITYISIDA I 1418 Z d[[aqeL "13ueyqe J uoA
JNU WIPUOS IST"** YV Y ‘UL M URYQID UO0A Sidueyqeun (S¥°c) Sunydo ssep ‘UYoIs 1819z sg

B 2z MHEE
TTew AWIVE

(S¥2) :

4 arg
1 LA

1310J *®] > [ U91BIISUIU] UL I "UIBIISUIIU] [9GI91Y PUIS [ 91

*UDWII[] I2UIPIYISISA aIneedwalpddoq 2 «

Q1D Aot

«9H Nqrige
eN qo%e
U] ay

| ONAAIIMTISHOIMN LHOIT-WOLY

€z-Fo-¥1oz 99

‘3NYdIM SunGomag Jop Sungraaydsayg aydsiueydauusiuenb
JIP W[ I0A PIIM JITH 19PUIMIdA TS SUNPIIQQV Ul 9IM WOIY-NBIAIN-II(J SIUID [[9POIN Sep
PIIM USUDISLID NZ SIIP W) "PIIM 193ydenaq wnelsnduy wi Sunnang jru Sunyalraasnduy
QUId JI9pP Ul ‘0S SunplIqqy JIm UdlyOe1aq UdSueId Nz »7 spe uainierddurd [ 919)91 Ydou wy)

‘gunadsan) uap wn [gordijery
sep 18197 SUNIIYOISIIA I IYdNsd8 9¥ Sunpiqqy Ul am o wrdlssunjdureq UL Iels 1w

"uonesre[od 1aqn a1deuy uonesue[od s8idueyqesiiQ) 67 «

8
VI

a181oug Y

[oxdiery ua1ydINSS WRP Nz 1IYNJ 1 ‘6% SUNpiqqy Nzep SypIS "UNRYID NZ Junyny sur
0 > © 1YDTT SAIWWNSIDA 101 INJ YINe YPISQUI $9 1ST UOTIBSTIR[0 UdSISURY(RS1IO Iop SPNTA

uonesLe[od I813uryqesiiQ

1891 MMl T ~ UOA DIRIIQUIGOID WI AP > anierddualgolsydny Iop

EN SN
Ty = - ¢
17 A4 od

= Py

91319Ud YDSNIUD| AP INJ I3 uuep

d =

~

<
I
I

= m:u<

N<om-1Tm =y
Pqom “»uoneurxordde saem Sunejol« pun pRAYIIT UIIWUWINSISA Ne[q W ewRYISII3BU] 87 <«

(@] (6]
0<%m-Tm=vy
(b (@
0m < Tm

ONATHANYISVT ANN HLAVIALHIIT]



2.2 | LICHTKRAFTE UND LASERKUHLUNG

<3\~HATH >~u
0

linearum 0
B J\

r
0

> 44 Aufgespaltetes s und p Niveau im Magnetfeld mit der spontanen Lichtkraft iiber den Ort
aufgetragen, um den Vergleich zu Abbildung 43 zu bemerken.

» 45 Dreidimensionale Anordnung: Zwei Spulen zwischen denen das Atom sitzt.

~

<Y

\

» 46 Kraft Geschwindigkeitskurve mit Linearisierung im Ursprung und Verbesserung der Theo-
rie durch eine stirkere Steigung im Ursprung.

@k_. 2014-04-16
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Letztendlich wird eine Theorie gesucht die ein groReres A liefert. Eine Losung bietet das

»standing light field cooling for 6 > O« und die ortsabhangige Polarisation.

Standing light cooling

Ausgehend von einem zwei-Niveau-Atom in einem stehenden Lichtfeld mit der Verstimmung
6 > 0 erfolgt das »standing light cooling«. Fiir die Grenztemperatur erhalten wir
h2k?
N‘ = Ww N,Hmn.
m
Wir betrachten hierbei Zustande der Form |x, ). n bezieht sich auf die Quantenzahl der
Photonen, d.h. die Anzahl der Photonen des Lichtfeldes (siehe auch Abbildung 47). Die

[1,n+ 1)
M:JL
2,n+1)
2
Kgl+)l spontane Emission
I1,n)
W:
\"/4\/\/\/ 12,7}

{gl-)I?

» 47 Potentiallandschaft mit eingezeichneten Ubergingen mittels Streuung, also Abgabe von
Energie ans Lichtfeld. Spontane Emission reduziert die Anzahl der Photonen, die Ubergangswahr-
scheinlichkeit betrigt hierbei | (g|+) |2, bzw. | (g]|—) |2. Aufgetragen ist die potentielle Energie Vpot
iiber der Position, hier z. Siehe hierzu auch Chohen-Tannoudji.

Kihlung besteht darin, dass das spontan emittierte Photon das System verldsst und ein
Prozess der zum Aufstieg fithrt nicht mehr stattfindet. Bei blauer Verstimmung 6 > 0 ist die
Streuung auf dem Potentialberg am hochsten, bei roter Verstimmung 6 < 0 dementsprechend
im Potentialtal. Man spricht auch vom Sisyphos Kiihlmechanismus. Bei blau verstimmten
Licht erfolgt zum Beispiel erst eine Streuung wenn ein Atom im Grundzustand auf einen
Potentialberg »gewandert« ist - unabhédngig ob es der ndchste oder tiberndchste Potentiaberg
ist (vgl. Sisyphos) - und somit eine Abgabe an Energie ins Lichtfeld. Das Modell entspricht
dem von Photonen im Resonator.

Im blau verstimmten Lichtfeld liegt die Laserfrequenz iiber dem angeregten Zustand, siehe
hierzu Abbildung 48. Wenn also
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