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Ĥ
2
=
c2
(α
·p̂
)2
+
m
0
c3
(β
α
·p̂
+
α
·p̂
β
)
+
β
2
m
2 0
c4

D
er

K
o
effi

z
ie

n
te

n
ve

rg
le

ic
h

m
it

G
le

ic
h

u
n

g
(1

.2
)

li
ef

er
t:

p
2
c2
=
c2
(α
·p̂
)2

(1
.3

)

0
=
m
0
c3
(β
α
·p̂
+
α
·p̂
β
)

(1
.4

)

m
2 0
c4
=
β
2
m
2 0
c4

(1
.5

)

20
13

-1
0

-1
6

1



Q
u

a
n

t
e

n
m

e
c

h
a

n
is

c
h

e
S

t
r

e
u

u
n

g

∣∣∣∣∣
C

O
p

tisch
es

T
h

eo
rem

A
u

s
d

er
G

leich
u

n
g

d
er

Streu
am

p
litu

d
e

(C
.54

)
b

ild
en

w
ir

d
en

R
ealteil

fü
r
ϑ
=
0

u
n

d
erh

alten
fü

r
d

en
to

talen
W

irk
u

n
g
sq

u
ersch

n
itt

σ
=
4πk

Im
(f
k (0))

(C
.6

9
)

Streu
p

h
asen

Im
fo

lg
en

d
en

b
etrach

ten
w

ir
ein

k
u

rz
reich

w
eitig

es
P
o
ten

tial,
w

elch
es

fü
r
r
>
a

N
u

ll
ist.

A
u

ß
erh

alb
d

ieses
B

ereich
es

lau
tet

d
ie

Lö
su

n
g

d
er

R
ad

ialg
leich

u
n

g

R
>l (r)=

12 [h
∗l (kr)+

e
2
iδ
lh

l (kr) ]
(C

.70
)

D
ab

ei
ist
h
l (kr)

d
ie

erste
H

an
k
elfu

n
k
tio

n
,also

h
(1)
l
(kr)

u
n

d
R
>l (r)

b
esch

reib
t

d
ie

Fu
n

k
tio

n
m

it
d

em
R

ad
iu

s
r
>
a

.
Ü

b
er

d
ie

in
n

ere
R

ad
ialfu

n
k
tio

n
R
<l

lässt
sich

o
h

n
e

W
issen

d
es

P
o
ten

tiales
k
ein

e
A

u
ssag

e
m

ach
en

,jed
o
ch

g
elten

d
ie

A
n

sch
lu

ssb
ed

in
g
u

n
g
en

R
>l (r) ∣∣

r=
a =

R
<l (r) ∣∣

r=
a

(C
.71)

ddr
R
>l (r) ∣∣

r=
a =

ddr
R
<l (r) ∣∣

r=
a

(C
.72)

T
eilt

m
an

d
iese

B
ed

in
g
u

n
g
en

d
u

rch
ein

an
d

er
u

n
d

setz
t

vo
rrau

s,
d

ass
so

w
o
h

l
d

ie
A

b
leitu

n
g
,

als
au

ch
d

ie
W

ellen
fu

n
k
tio

n
am

P
u

n
k
t
r
=
a

en
d

lich
ist,erg

ib
t

sich

R
<l (r)

ddr
R
<l (r) 

r=
a =


R
>l (r)

ddr
R
>l (r) 

r=
a =

α
l

(C
.73)

Fü
r

u
n

sere
W

ellen
fu

n
k
tio

n
fü

h
rt

d
ies

n
ach

ein
ig

en
U

m
fo

rm
u

n
g
en

au
f

d
en

A
u

sd
ru

ck
(

ddr [h
∗l (kr)+

e
2
iδ
lh

l (kr) ]·
1

h
∗l (kr)+

e
2
iδ
lh

l (kr) )

r=
a =

α


2 (

ddr [j
l (kr) ]−

α
l j
l (kr) )

α
l h

l (kr)−
ddr [ h

l (kr)]


r=
a =

e
2
iδ−

1


ddr [ n

l (kr)] −
α
l n

l (kr)
ddr [j

l (kr) ]−
α
l j
l (kr)


r=
a =

co
t(δ

l )

(C
.74

)

A
ls

A
n

w
en

d
u

n
g
sb

eisp
iel

b
etrach

ten
w

ir
ein

e
h

arte
K

u
g
el

m
it

R
ad

iu
s
a

.
D

ie
W

ellen
fu

n
k
tio

n
m

u
ss

d
an

n
am

Pu
n

k
t
r
=
a

au
f

N
u

ll
ab

gefallen
sein

u
n

d
G

leich
u

n
g

(C
.73)

ergib
t

d
em

en
tsp

re-
ch

en
d
α
l =
∞

lim
α
l →
∞


ddr [ n

l (kr)] −
α
l n

l (kr)
ddr [j

l (kr) ]−
α
l j
l (kr)


r=
a =

co
t(δ

l )

n
l (ka

)
j
l (ka

)
=

co
t(δ

l )

(C
.75)

20
14

-0
7-0

2
127

1.1 ∣∣∣∣∣
D

ir
a

c
-G

l
e

ic
h

u
n

g
,

E
l

e
k

t
r

o
n

e
n

s
p

in
u

n
d

F
e

in
s
t

r
u

k
t

u
r

A
u

s
G

leich
u

n
g

(1.5)
fo

lg
t:

β
≠
0

β
2=

1.

A
u

s
G

leich
u

n
g

(1.4
)

fo
lg

t,d
ass

α
u

n
d
β

k
ein

e
c-Z

ah
len

sin
d

so
n

d
ern

:

β
·
α
+
α
·β
=
0

d
a

p̂
β
=
β
p̂

A
u

s
G

leich
u

n
g

(1.3)
fo

lg
t:

p̂
2=

( α
·
p̂
)
2

=
( α
·
p̂
)( α

·
p̂
)

=
 ∑i

α
i p̂
i   ∑k

α
k p̂

k 

Exp
liz

ites
au

sfü
h

ren
d

er
Su

m
m

en
liefert:

p̂
2=

α
1 α

1 p̂
1 p̂

1 +
α
1 α

2 p̂
1 p̂

2 +
α
1 α

3 p̂
1 p̂

3 +
α
2 α

1 p̂
2 p̂

1

+
α
2 α

2 p̂
2 p̂

2 +
α
2 α

3 p̂
2 p̂

3 +
α
3 α

1 p̂
3 p̂

1 +
α
3 α

2 p̂
3 p̂

2 +
α
3 α

3 p̂
3 p̂

3

D
a
p̂
i p̂
k =

p̂
k p̂

i
g
ilt:

=
3∑k,i=
1

12
( α

k α
i +
α
i α
k ) p̂

i p̂
k

!=
3∑k,i=
1 δ

ik p̂
i p̂
k

=
p̂
2

A
u

s
G

leich
u

n
g

(1.3)
erh

alten
w

ir
so

m
it:

α
i α
k +
α
k α

i =
2δ

ik
(1.6

)

In
sgesam

t
b

ed
eu

tet
d

ies,d
ass

α
i

u
n

d
β

M
atriz

en
sein

m
ü

ssen
,d

eren
ein

fach
ste

Lö
su

n
gen

α
=

α
x

α
y

α
z 
,
β

sin
d
4×

4
M

atriz
en

.M
it

H
ilfe

d
er

P
a

u
li-Sp

in
-M

a
trizen

σ̂
x =

(
0

1
1

0 )
,
σ̂
y
=
(
0
−

i
i

0

)
,
σ̂
z =

(
1

0
0
−
1 )
,

1=
(
1

0
0

1 )
,

k
an

n
fü

r
α
i

u
n

d
β

fo
lg

en
d

e
D

arstellu
n

g
g
efu

n
d

en
w

erd
en

:

α
x =

(
0

σ̂
x

σ̂
x

0

)
,
α
y
=
(
0

σ̂
y

σ̂
y

0

)
,
α
z =

(
0

σ̂
z

σ̂
z

0

)
,
β
=
(

1
0

0
−

1 )
.

2
20

13-10
-23



C

∣ ∣ ∣ ∣ ∣
Q

u
a

n
t

e
n

m
e

c
h

a
n

is
c

h
e

S
t

r
e

u
u

n
g

A
u

s
(C

.5
5)

er
h

al
te

n
w

ir
d

an
n

ei
n

en
A

u
sd

ru
ck

d
es

d
iff

er
en

ti
el

le
n

W
ir

k
u

n
g
sq

u
er

sc
h

n
it

ts

d
σ

d
Ω
=

d
N
(Ω
)

N
ei
n

d
Ω

=
|f
k o
|2

d
Ω

�
k 0 m

∫ ∞ −
∞

d
t|ψ

0,
r
|2

�
k 0 m

∫ ∞ −
∞

d
t|ψ

0,
qu
el
le
|2

d
Ω

=
|f
k 0
|2

(C
.6

2)

E
s

w
u

rd
e

h
ie

r
je

d
o
ch

an
g
en

o
m

m
en

,
d

as
s

si
ch

d
ie

B
re

it
e

d
es

W
el

le
n

p
ak

et
es

si
ch

n
ic

h
t

m
it

d
em

A
b

st
an

d
vo

n
d

er
Q

u
el

le
än

d
er

t,
an

d
er

s
g
es

p
ro

ch
en

|ψ
0,
qu
el
le
|2
=
|ψ

0,
r
|2

D
en

to
ta

le
n

St
re

u
q

u
er

sc
h

n
it

t,
b

z
w

.d
er

ge
sa

m
te

W
ir

k
u

n
gs

q
u

er
sc

h
n

it
t

en
st

eh
t

d
u

rc
h

In
te

gr
a-

ti
o
n

ü
b

er
d
Ω

σ
=
∫

d
Ω
|f
k 0
|2

(C
.6

3)

Fü
r

u
n

se
re

St
re

u
am

p
li

tu
d

e
(C

.5
4

)
la

u
te

t
d

er
d

iff
er

en
ti

el
le

W
ir

k
u

n
g
sq

u
er

sc
h

n
it

t

d
σ

d
Ω
=
1 k2
∑ l,
l′
(2
l+
1)
(2
l′
+
1)
ei
(δ
l−
δ l
′)

si
n
(δ
l)

si
n
(δ
l′
)P

l(
co

s(
ϑ
))
P l
′ (

co
s(
ϑ
))

(C
.6

4
)

E
s

tr
et

en
al

so
In

te
rf

er
en

z
-B

ei
tr

äg
e

d
er

Fo
rm
δ l
−
δ l
′

au
f.

Im
to

ta
le

n
St

re
u

q
u

er
sc

h
n

it
t

ve
r-

sc
h

w
in

d
en

d
ie

se
je

d
o
ch

.

σ
=
∫

d
Ω

d
σ

d
Ω
=
4π k2

∞ ∑ l=
0

(2
l+
1)

si
n
(δ
l)
2

(C
.6

5)

D
ie

s
Fo

lg
t

u
n

m
it

te
lb

ar
au

s
d

er
Ei

g
en

sc
h

af
t

d
er

Le
g
en

d
re

-P
o
ly

n
o
m

e
∫

d
Ω
P l
(c

o
s(
ϑ
))
P l
′ (

co
s(
ϑ
))
=

4π
2l
+
1
δ l
,l
′ .

(C
.6

6
)

Fü
r

d
ie
S-

W
el

le
n

st
re

u
u

n
g

m
it
l
=
0

er
h

al
te

n
w

ir
d

en
m

ax
im

al
en

W
ir

k
u

n
sq

u
er

sc
h

n
it

t

σ
m
a
x
(l
=
0)
=
4π k2
.

(C
.6

7)

D
er

B
ei

tr
ag

je
d

er
ei

n
z
el

n
en

Pa
rt

ia
lw

el
le

in
(C

.6
5)

is
t

d
ab

ei
≤

4π k
2
(2
l+
1)

,w
o
b

ei
d

as
M

ax
im

u
m

(G
le

ic
h

ei
ts

z
ei

ch
en

)
d

an
n

er
re

ic
h

t
w

ir
d

,
fa

ll
s
δ l
=
n
+

π 2
is

t.
Z

u
d

em
tr

ag
en

in
d

er
Su

m
m

e
(C

.6
5)

n
u

r
d

ie
je

n
ig

en
l

b
ei

,w
el

ch
e

d
ie

B
ed

in
gu

n
g
l
≤
ka

er
fü

ll
en

.W
o
b

ei
a

d
ie

R
ei

ch
w

ei
te

d
es

P
o
te

n
ti

al
s

w
id

er
sp

ie
g
el

t.
Fü

r
A

b
st

än
d

e
r
>
a

w
ir

k
t

n
u

r
d

as
Z

en
tr

if
u

g
al

p
o
te

n
ti

al
�
2
l(
l+
1)

2m
r2

.
Im

k
la

ss
is

ch
en

Si
n

n
e

w
ü

rd
e

d
er

U
m

k
eh

rr
ad

iu
s

b
ei
r k
l
=
√ l
(l
+1
)

k
li

eg
en

.F
ü

r
A

b
st

än
d

e
d

ie
k
le

in
er

si
n

d
al

s
d

er
k
la

ss
is

ch
e

U
m

k
eh

rr
ad

iu
s
r
<
r k
l

er
fä

h
rt

d
ie

W
el

le
n

fu
n

k
ti

o
n

ei
n

en
ex

p
o
n

en
ti

el
le

n
A

b
fa

ll
.D

as
h

ei
ß

t
is

t
r k
l
>
a

,s
o

sp
ü

h
rt

d
ie

W
el

le
n

fu
n

k
ti

o
n

k
ei

n
P
o
te

n
ti

al
.D

ie
B

ed
in

g
u

n
g

fü
r

ei
n

e
St

re
u

u
n

g
is

t
al

so

r k
l
≤
a

√ l
(l
+
1)
≈
l
≤
ka

(C
.6

8
)

12
6

20
14

-0
7-

0
2

A
t

o
m

s
t

r
u

k
t

u
r

∣ ∣ ∣ ∣ ∣
1

K
on

se
q
u

en
z:

D
ie

W
el

le
n

fu
n

k
ti

o
n
ψ

h
at

4
K

o
m

p
o
n

en
te

n
,d

.h
.

α
=

    ψ
1

ψ
2

ψ
3

ψ
4

    
Ç

In
te

rp
re

ta
ti

o
n

:

W
ir

b
et

ra
ch

te
n

st
at

io
n

är
e

Lö
su

n
g
en

,d
.h

.e
s

w
ir

d
fo

lg
en

d
er

A
n

sa
tz

ve
rw

en
d

et
e:

ψ
(r
,t
)
=
ψ
(r
,t
=
0 )

e−
iE
t
�

u
n

d
in

d
ie

D
ir

ac
-G

le
ic

h
u

n
g

ei
n

g
es

et
z
t.

D
ie

s
fü

h
rt

z
u

r
st

a
ti

on
ä

re
n

D
ir

a
c-

G
le

ic
h

u
n

g
:

( c
α
·p̂
+
β
m
0
c2
) ψ
=
E
ψ

(1
.7

)

Fü
r
ψ

ve
rw

en
d

en
w

ir
h

ie
rb

ei
d

ie
D

ar
st

el
lu

n
g
:

ψ
=
( ψ

A

ψ
B

)
w

o
b

ei
ψ
A
=
( ψ

1

ψ
2

) ,
ψ
B
=
( ψ

3

ψ
4

)

D
ie

s
b

ez
ei

ch
n

et
m

an
au

ch
al

s
D

ir
a
c-

Sp
in

o
re

n
.
ψ
A

re
p

rä
se

n
ti

er
t

h
ie

rb
ei

ei
n

T
ei

lc
h

en
u

n
d

ψ
B

d
as

d
az

u
g
eh

ö
ri

g
e

A
n

ti
te

il
ch

en
.
D

ie
In

te
rp

re
ta

ti
o
n

D
ir

ac
s

fo
lg

te
d

u
rc

h
d

ie
T

h
eo

ri
e

d
es

so
g
.
D

ir
a
c-

Se
e.

D
ab

ei
w

ir
d

b
ei

ei
n

er
P
aa

rb
il

d
u

n
g

(z
.B

.
E
le

k
tr

o
n

u
n

d
P
o
si

tr
o
n

)
ei

n
T

ei
lc

h
en

au
s

d
em

B
er

ei
ch

n
eg

at
iv

er
En

er
gi

e
an

ge
h

o
b

en
,s

o
d

as
s

ei
n

Lo
ch

im
n

eg
at

iv
en

En
er

gi
eb

er
ei

ch
en

ts
te

h
t.

D
ie

se
s

Lo
ch

sp
ie

ge
lt

d
as

A
n

ti
te

il
ch

en
w

id
er

.M
it

H
il

fe
d

er
Sp

in
o
re

n
er

h
al

te
n

w
ir

d
as

D
G

L-
Sy

st
em

:

(σ̂
·p
)ψ

B
=
1 c
( E
−
m
o
c2
) ψ

A
(1

.8
)

(σ̂
·p
)ψ

A
=
1 c
( E
+
m
o
c2
) ψ

B
(1

.9
)

σ̂
en

ts
p

ri
ch

t
h

ie
rb

ei
ei

n
en

V
ek

to
r

m
it

d
en

P
au

li
-M

at
ri

z
en

al
s

K
o
m

p
o
n

en
te

n
.

B
em

er
ku

n
g
:

D
u

rc
h

d
as

Sk
al

ar
p

ro
d

u
k
t
(σ̂
·p
)

m
an

if
es

ti
er

t
si

ch
b

er
ei

ts
h

ie
r

d
ie

Sp
in

-B
ah

n
-

K
o
p

p
lu

n
g
.

Ç

Fü
r

ei
n

ru
h

en
d

es
T

ei
lc

h
en
p
ψ
A
,B
=
0

er
h

al
te

n
w

ir
:

ñ
z
w

ei
Lö

su
n

g
en

z
u

r
p

o
si

ti
ve

n
En

er
g
ie
E
=
m
c2

:

ψ
A
=
( 1 0) ,( 0 1)

u
n

d
ψ
B
=
0

20
13

-1
0

-2
3

3



Q
u

a
n

t
e

n
m

e
c

h
a

n
is

c
h

e
S

t
r

e
u

u
n

g

∣∣∣∣∣
C

u
n

d
d

am
it

au
f

d
ie

en
d

g
ü

ltig
e

Streu
am

p
litu

d
e

f
k (ϑ
)=

1k

∞∑l=
0

(2l+
1)e

iδ
l

sin(δ
l )P

l (cos(ϑ
))

(C
.54

)

D
ie

P
h

ysik
alisch

e
B

ed
eu

tu
n

g
vo

n
δ
l

ist
d

ab
ei

sch
n

ell
erk

lärt,
sie

b
esch

reib
t

d
ie

P
h

asen
ver-

sch
ieb

u
n

g
d

er
gestreu

ten
W

elle
z
u

r
Situ

atio
n

ein
er

au
slau

fen
d

en
W

elle,w
elch

e
n

ich
t

gestreu
t

w
ird

.

D
iff

eren
tieller

W
irk

u
n

sq
u

ersch
n

itt

Im
vo

rh
erig

en
A

b
sch

n
itt

h
ab

en
w

ir
m

it
vielen

N
äh

eru
n

g
en

u
n

d
u

n
ter

viel
A

u
fw

an
d

ein
en

A
u

sd
ru

ck
d

er
Streu

am
p

litu
d

e
h

erg
eleitet,d

o
ch

w
o
z
u

b
en

ö
tig

en
w

ir
d

iese
ü

b
erh

au
p

t?
D

az
u

m
ach

en
w

ir
u

n
s

z
u

n
äch

st
m

it
d

em
d

iff
eren

tiellen
W

irk
u

n
g
sq

u
ersch

n
itt

vertrau
t.

D
ieser

g
ib

t
an

,
w

ie
viele

T
eilch

en
in

ein
W

in
k
elelem

en
t

dΩ
u

m
Ω

g
estreu

t
w

erd
en

.
O

d
er

an
d

ers
au

sged
rü

ck
t,w

ie
ist

d
as

V
erh

ältn
is

aller
ein

fallen
d

en
T

eilch
en

z
u

d
en

au
sfallen

d
en

T
eilch

en
in

ein
em

b
estim

m
ten

R
au

m
b

ereich
,

dσdΩ
=

dN
(Ω
)

N
ein

dΩ
.

(C
.55)

M
it

d
er

allg
em

ein
en

D
efi

n
itio

n
d

er
Stro

m
d

ich
te

j=
�
2m

i (ψ
∗∆
ψ
−
ψ
∆
ψ
∗)≈

�
k
0

m
|ψ
(r,t)| 2

(C
.56

)

Lassen
sich

d
ie

ein
fallen

d
en

u
n

d
au

sfallen
T

eilch
en

w
ie

fo
lg

t
au

sd
rü

ck
en

N
ein =

∫
dtj

ein
dN
(Ω
)=

∫
dtj

r r
2

dΩ
(C

.57)

M
it

d
er

N
äh

eru
n

g
au

s
(C

.56
)

erh
alten

w
ir

fü
r

d
ie

ein
fallen

d
en

T
eilch

en
z
ah

l

N
ein =

�
k
0

m

∫
∞−∞

dt|ψ
(r,t)| 2

(C
.58

)

U
m

d
ie

au
slau

fen
d

e
T

eilch
en

z
ah

l
z
u

b
estim

m
en

b
etrach

ten
w

ir
z
u

erst
ein

m
al

d
ie

N
eb

en
rech

-
n

u
n

g

∂∂
r
ψ
0 =

∂∂
r

∫
d
3k

(2π
)
3

e
ik·k

0 ra
k

e −
iE
k (t−

t0 )/�

=
ik
0 ψ

0

(C
.59

)

E
s

w
u

rd
e

h
ierb

ei
d

ie
allg

em
ein

e
Streu

w
ellen

fu
n

k
tio

n
au

s
(C

.23)
verw

en
d

et
u

n
d

d
ie

E
b

en
en

-
W

ellen
d

u
rch

d
ie

En
tw

ick
lu

n
g

au
s

(C
.1)

ersetz
t.Fü

r
d

ie
rad

iale
Stro

m
d

ich
te

fo
lg

t
n

u
n

j
r =

�m
Im

(
f
∗r
ψ
∗0
∂∂
r

fr
ψ
0 )
=
�
k
0

m
|f
k
o | 2
r
2
|ψ

0 | 2
(C

.6
0

)

u
n

d
d

am
it

dN
(Ω
)=

∫
∞−∞

dtj
r r

2
dΩ
=
|f
k
o | 2

dΩ
�
k
0

m

∫
∞−∞

dt|ψ
0,r | 2

(C
.6

1)

20
14

-0
7-0

2
125

1.1 ∣∣∣∣∣
D

ir
a

c
-G

l
e

ic
h

u
n

g
,

E
l

e
k

t
r

o
n

e
n

s
p

in
u

n
d

F
e

in
s
t

r
u

k
t

u
r

ñ
z
w

ei
Lö

su
n

g
en

z
u

r
n

eg
ativen

En
erg

ie
E
=
−
m
c
2:

ψ
B =

(
10 )
, (
01 )

u
n

d
ψ
A =

0

D
er

Sp
in

o
r
ψ
A

en
tsp

rich
t

so
m

it
T

eilch
en

m
it

z
w

ei
»A

rten
«

(Sp
in

ein
stellu

n
g
en

).
D

er
Sp

in
o
r

ψ
B

h
in

g
eg

en
en

tsp
rich

t
A

n
titeilch

en
m

it
z
w

ei
»A

rten
«(Sp

in
ein

stellu
n

g
en

).

1.1.1
D

er
Sp

in
d

es
E
lek

tro
n

W
ir

b
etrach

ten
z
u

n
äch

st
d

en
O

p
erato

r:

Ŝ
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D ]=

0
(1.12)

B
e
w

e
is

Es
so

ll
im

fo
lg

en
d

en
fü

r
ein

e
K

o
m

p
o
n

en
te

vo
n

G
leich

u
n

g
(1.10

)
d

er
B

ew
eis

g
efü

h
rt

w
erd

en
,fü

r
d

ie
an

d
eren

g
ilt

an
alo

g
es

V
o
rg

eh
en

.

[ S
x ,H

D ] =
[
�2 (
σ
x

0
0

σ
x )
,
�
ci
α
·∇
+
β
m
c
2 ]

=
c
�2

(
0

σ
x σ
·
p
+
σ
·
p
σ
x

σ
x σ
·
p
+
σ
·
p
σ
x

0

)

=
c
�2

(
0

σ
y p

z +
σ
z p

y

σ
y p

z +
σ
z p

y
0

)

=
−

i�
c( α

×
p
)
x

R
est

sieh
e

Ü
b

u
n

g
sau

fg
ab

en
.

�

4
20

13-10
-23



C

∣ ∣ ∣ ∣ ∣
Q

u
a

n
t

e
n

m
e

c
h

a
n

is
c

h
e

S
t

r
e

u
u

n
g

D
ie

Lö
su

n
g

is
t

g
eg

eb
en

d
u

rc
h

ei
n

e
Su

m
m

e
au

s
sp

äh
ri

sc
h

en
H

an
k
el

fu
n

k
ti

o
n

en
h
(n
)

l
,
au

f
d

ie
h

ie
r

n
ic

h
t

w
ei

te
r

ei
n

ge
ga

n
ge

n
w

ir
d

.D
ie

w
ic

h
ti

ge
In

fo
rm

at
io

n
is

t
ih

r
as

ym
p

to
ti

sc
h

es
V

er
h

al
te

n
fü

r
g
ro

ß
e

A
b

st
än

d
e
r.

H
ie

rf
ü

r
g
el

te
n

d
ie

fo
lg

en
d

en
B

ez
ie

h
u

n
g
en

h
(1
)

l
(k
r)
∝
−i

ei(
kr
−l
π

kr
h
(2
)

l
(k
r)
∝

ie
−i
(k
r−
lπ

kr
.

(C
.4

7)

D
ie

er
st

e
H

an
k
el

fu
n

k
ti

o
n

en
ts

p
ri

ch
t

ei
n

er
ei

n
la

u
fe

n
d

en
,

d
ie

z
w

ei
te

ei
n

er
au

sl
au

fe
n

d
en

K
u

g
el

w
el

le
.

D
u

rc
h

G
le

ic
h

se
tz

en
vo

n
(C

.4
6

)
u

n
d

(C
.3

9
)

er
h

äl
t

m
an

A
u

fs
ch

lu
ss

ü
b

er
d

en
K

o
effi

z
ie

n
te

n
B l

B l
=
1 2

(C
.4

8
)

D
er

n
o
ch

z
u

B
es

ti
m

m
en

d
e

K
o
effi

z
ie

n
t
S l
(E
)

k
an

n
im

R
ah

m
en

d
er

al
lg

em
ei

n
en

St
re

u
th

eo
ri

e
d

u
rc

h
B

es
ti

m
m

u
n

g
d

er
E
ig

en
w

er
te

d
er

St
re

u
m

at
ri

x
S

b
es

ti
m

m
t

w
er

d
en

.
W

ir
k
ö
n

n
en

ih
n

je
d

o
ch

au
ch

an
d

er
s

b
es

ti
m

m
en

.
D

az
u

b
et

ra
ch

te
n

w
ir

d
ie

E
rh

al
tu

n
g

d
es

W
ah

rs
ch

ei
n

li
ch

-
k
ei

ts
st

ro
m

es
,
d

en
n

k
la

r
is

t,
d

as
s

d
ie

P
o
te

n
ti

al
st

re
u

u
n

g
el

as
ti

sc
h

is
t,

d
.h

.
je

d
es

ei
n

fa
ll

en
d

e
T

ei
lc

h
en

m
u

ss
au

ch
w

ie
d

er
h

er
au

sk
o
m

m
en

.
Je

d
e

ei
n

z
el

n
e

P
ar

ti
al

w
el

le
m

u
ss

al
so

d
ie

E
i-

g
en

sc
h

af
t

au
fz

ei
g
en

,
d

as
s

se
in

e
ra

d
ia

le
-W

ah
rs

ch
ei

n
li

ch
k
ei

ts
st

ro
m

d
ic

h
te
j r
=
0

se
in

m
u

ss
.

A
n

d
er

s
g
es

p
ro

ch
en

,
in

ei
n

er
fi

k
ti

ve
n

K
u

g
el

sc
h

al
e

m
it

d
em

R
ad

iu
s
R

m
ü

ss
en

g
en

au
so

vi
e-

le
T

ei
lc

h
en

ei
n

la
u

fe
n

w
ie

au
sl

au
fe

n
.

D
ie

s
fü

h
rt

au
f

ei
n

e
U

n
it

ar
it

ät
,

d
as

h
ei

ß
t

d
ie

Su
m

m
e

d
er

E
ig

en
w

er
te

au
s

d
er

St
re

u
m

at
ri

x
m

ü
ss

en
|1
|e

rg
eb

en
.

W
as

u
n

se
re

n
K

o
effi

z
ie

n
te

n
an

d
ie

B
ed

in
g
u

n
g
|S
l(
E
)|
=
1

k
et

te
t.

D
ie

se
Fo

rd
er

u
n

g
lä

ss
t

si
ch

au
ch

au
s

d
er

D
efi

n
it

io
n

d
es

W
ah

rs
ch

ei
n

li
ch

k
ei

ts
st

ro
m

es
h

er
le

it
en

.

j r
=

� m
Im

( R
∗ l
∂ ∂ r

)

=
�
k m

Im
( h

lh
l
∗′
+|
S l
(e
)|2
h
∗ lh

′ l+
2R
e(
h
lS
lh
′ l)

≈
−

�
m
kr

2
(1
−
|S
l(
e)
|2 )

(C
.4

9
)

D
u

rc
h

A
u

sn
u

tz
u

n
g

vo
n

(C
.4

7)
u

n
d

ve
rn

ac
h

lä
ss

ig
u

n
g

vo
n
|P
l(
co
s(
ϑ
))
|2 .

U
n

se
r

K
o
effi

z
ie

n
t

la
u

te
t

n
u

n
tr

iv
ia

le
rw

ei
se

S l
(E
)
=

e2
iδ
l(
E
)

(C
.5

0
)

W
o
b

ei
w

ir
p

ro
b

le
m

lo
s
S l
(E
)
=
S l
(k
)

sc
h

re
ib

en
k
ö
n

n
en

,d
a

d
ie

En
er

gi
e

d
ir

ek
t

m
it
k

in
V

er
b

in
-

d
u

n
g

st
eh

t.
U

n
se

re
Lö

su
n

g
d

er
R

ad
ia

lg
le

ic
h

u
n

g
is

t
d

am
it

g
eg

eb
en

d
u

rc
h

R
l(
r)
=
1 2
(h
(2
)

l
(k
r)
+

e2
iδ
l(
E
) )
h
(1
)

l
(k
r)

(C
.5

1)

V
er

w
en

d
en

w
ir

n
u

n
w

id
er

u
m

d
as

as
ym

p
to

ti
sc

h
e

V
er

h
al

te
n

d
er

H
an

k
el

fu
n

k
ti

o
n

en
au

s
(C

.4
7)

u
n

d
se

tz
en

u
n

se
re

R
ad

ia
ll

ö
su

n
g

in
(C

.4
4

)
ei

n
,s

o
er

g
ib

t
si

ch

ψ
k
≈

∞ ∑ l=
0

P l
(c

o
s(
ϑ
))

il
(2
l+
1)

2i
kr

( ei(
kr
−l
π 2
+2
δ l
)
−

e−
i(
kr
−l
π 2
))
.

(C
.5

2)

Ei
n

le
tz

te
r

K
o
effi

z
ie

n
te

n
ve

rg
le

ic
h

m
it

(C
.3

9
)

fü
h

rt
u

n
s

au
f

d
ie

P
ar

ti
al

w
el

le
n

am
p

li
tu

d
en

f l
(ϑ
)
=

e2
iδ
l
−
1

2i
k

=
eiδ

l
si

n
(δ
l)

k
(C

.5
3)

12
4

20
14

-0
7-

0
2

A
t

o
m

s
t

r
u

k
t

u
r

∣ ∣ ∣ ∣ ∣
1

G
le

ic
h

u
n

g
(1

.1
0

)
z
ei

g
t,

d
as

s
Ŝ
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rĤ

D
geh

t
im

Falle
lan

gsam
er

Elek
tro

n
en

in
d

en
Pa

u
li-H

a
m

ilton
p

era
tor

Ĥ
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â
†

(G
lau

b
er).

â
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Ĥ
1
+
Ĥ
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Ê
(r
,t
)
=
∑ k
,p

e p
ε k
[ ˆ̃ a

k,
p

ex
p
(−

iω
k
t
+

ik
·r
)
+

ˆ̃ a
† k,
p

ex
p
(i
ω
k
t
−
+i
k
·r
)]

(2
.5

)

Je
d

e
ei

n
z
el

n
e

M
o
d

e
ve

rh
äl

t
si

ch
w

ie
ei

n
q

u
an

te
n

m
ec

h
an

is
ch

er
h

ar
m

o
n

is
ch

er
O

sz
il

la
to

r,
d

.h
.

fü
r

ei
n

e
M

o
d

e
k
,p

g
il

t:

E k
,p
=
�
ω
k

( n
+
1 2

)

D
as

En
er

g
ie

sp
ek

tr
u

m
,b

z
w

.d
ie

Z
u

st
än

d
e

si
n

d
in

A
b

b
il

d
u

n
g

24
d

ar
g
es

te
ll

t.

0
|0
〉

|1
〉

|2
〉

. . .

|n
〉

ñ
24

E
n

er
g
ie

n
d

es
H

O
z
u

v
er

sc
h

ie
d

en
en

Z
u

st
än

d
en
|n
〉f

ü
r

ei
n

e
b

es
ti

m
m

te
M

o
d

e
k

.

|n
〉e

n
ts

p
ri

ch
t

d
em

Z
u

st
an

d
m

it
n

Ph
o
to

n
en

in
d

er
M

o
d

e.
D

ie
se

r
w

ir
d

au
ch

al
s

Fo
ck

Z
u

st
a
n

d
(e

n
g
l.

n
u

m
b

er
st

at
e)

b
ez

ei
ch

n
et

.

|0
〉e

n
ts

p
ri

ch
t

d
em

»V
ak

u
u

m
z
u

st
an

d
«

(0
P
h

o
to

n
en

),
w

o
b

ei
E 0
=
�
ω
0
/2
>
0,

d
ie

N
u

ll
p

u
n

k
t-

en
er

g
ie

is
t.

Si
e

is
t

ei
n

e
K

o
n

se
q

u
en

z
d

er
H

ei
se

n
b

er
g
sc

h
en

U
n

sc
h

är
fe

re
la

ti
o
n

(v
g
l.

h
ar

m
o
n

i-
sc

h
er

O
sz

il
la

to
r)

.

20
14

-0
1-

0
8

4
1



A
t

o
m

-A
t

o
m

W
e

c
h

s
e

l
w

ir
k

u
n

g

∣∣∣∣∣
3

B
em

erku
n

g
:

1.)
D

er
m

axim
ale

W
irk

u
n

g
sq

u
ersch

n
itt

(u
n

itarity
lim

it)
fü

r
sin

2δ
` =

1
ist

σ
` =

4πk
2
(2`+

1)≈
λ
2th .

2.)
N

ü
tz

lich
e

B
ez

ieh
u

n
g

fü
r
s-W

ellen
(`=

0
)

sin
d

f
0 (k)=

1k
e

iδ
0 (k)sin

δ
`

Im
1f
0 =

−
k

R
e
1f
0 =

k
co

tδ
0 (k)

=⇒
f
0 (k)=

1
R

e (
1f0 )+

iIm
(
1f0 )

=
1

k
co

tδ
0 +

ik

3.)
Fü

r
T
→
0
,
d

.h
.k
→
0

träg
t

n
u

r
d

ie
s-W

elle
z
u

r
Streu

u
n

g
b

ei.
D

as
P
ro

b
lem

red
u

z
iert

sich
au

f
d

ie
B

erech
n

u
n

g
ein

er
ein

z
ig

en
P
h

ase
δ
0

o
d

er
f
0

f
0 =

limk→
0

1k
e

iδ(k)sin
δ
0 (k)

Í
a
,

w
o
b

eia
d

ie
Streu

lä
n

g
e

ist
u

n
d

so
m

it

σ
0 =

4π
a
2

4
.)

Fü
r

id
en

tisch
e

T
eilch

en
g
ilt,d

ass
d

ie
G

esam
tw

ellen
fu

n
k
tio

n
(an

ti-)sym
m

etrisch
u

n
ter

P
u

n
k
tsp

ieg
elu

n
g

w
erd

en
m

u
ss

(P
au

li
P
rin

z
ip

)
d

.h
.

r
→
−
r
,
θ
→
θ
−
π

,
ϕ
→
ϕ
+
π
.

D
ie

Streu
w

ellen
fu

n
k
tio

n
ist

so
m

it

φ
S (r)

r→
∞
→
[ f
(θ
)±
f
(π
−
θ
)]

e
ikr

r
,

w
o
b

ei+
fü

r
B

o
so

n
en

u
n

d
−

fü
r

Ferm
io

n
en

ein
z
u

setz
en

ist,
d

ies
ist

in
A

b
b

ild
u

n
g

76
d

argestellt.Es
z
eigt

sich
,d

ass
fü

r
id

en
tisch

e
B

o
so

n
en

n
u

r
gerad

e
Partialw

ellen
b

esetz
t

(s,d
,...)

u
n

d
fü

r
Ferm

io
n

en
n

u
r

d
ie

u
n

g
erad

en
(p

,
f

,...)
sin

d
.

im
w

eiteren
Sin

n
e

b
ed

eu
tet

d
ies,d

ass
fü

r
k
→
0

ein
ein

-k
o
m

p
o
n

en
tig

es
G

as
au

s
Ferm

io
n

en
id

eal
ist!

Ç

B
em

erku
n

g
:

ñ
D

ie
relevan

te
Sk

ala
ist

d
ie

van
-d

er
W

aals
Län

g
e≈

5
m

m
.

ñ
E
in

e
ein

z
ig

e
P
h

ase
reich

t
au

s
u

m
d

en
Streu

p
ro

z
ess

z
u

ch
arak

terisieren
,
d

iese
m

u
ss

jed
o
ch

exp
erim

en
tell

g
efu

n
d

en
w

erd
en

!
Ç

W
ie

w
ir

also
geseh

en
h

ab
en

,k
an

n
d

ie
Streu

län
ge

als
eff

ek
tiver

R
ad

iu
s

fü
r

ein
H

arte-K
u

gelp
o
ten

tial
an

g
eseh

en
w

erd
en

.D
ieses

P
o
ten

tial
b

ez
eich

n
et

m
an

au
ch

als
P
seu

d
o
p

o
ten

tial.

20
14

-0
5-28

8
7

2.1 ∣∣∣∣∣
Z

w
e

i
N

iv
e

a
u

S
y

s
t

e
m

:
R

a
b

i
O

s
z

il
l

a
t

io
n

Im
fo

lg
en

d
en

w
o
llen

w
ir

n
u

n
Erz

eu
g
er

u
n

d
V

ern
ich

ter
ein

fü
h

ren
(Ü

b
erg

an
g

in
s

H
eisen

b
erg

-
b

ild
,b

z
w

.W
ech

selw
irk

u
n

g
sb

ild
):

â
†k
,p =

e −
iω

tˆ̃a †k
,p

(2.6
)

â
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Ĥ
g
es
=
�
ω
L
â
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